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®ef(^t9inbtgf eit, ^xaft, ®miä)t, S^affe unb SSetoegung 
eines materieOen fünftes. 



Vbfolute unb relative Sewegun^. 

§. 1. «^Ißenn ein Xbxptt feine Sage im SRaume t)erinbcrt, 
fo fagen wir, ba^ er in ^Bewegung fei, unb nennen biefe JBe* 
wegung eine abfolute, wenn wir bie fuccefjiven Sagen be6 Ä6r« 
perö auf fefte 9)unfte bejiel^en; aber wenn ficb jwei Äorper im 
8?aume bewegen, unb man betracl^tet bie iBewegung beö einen in 
SBejiel^ung auf ben anbern, fo wirb biefelbe eine xclati^t fi5e« 
wegunfl genannt, wot)on man einen ooHjtdnbigern unb beutlicbern 
®egriff gibt, wenn man fagt: baß bie relatitje ^Bewegung bieje^ 
nige ift, weldj^e einer biefer beiben Mxptx für einen ©eobac^^tet 
ttn§unel[)men fcbeint, weldj^er fUt) mit bem anbern Äirper fortbe« 
wegt, aber feine Sage al6 feji betrachtet. SBon biefer 3frt finb 
alle JBewegungen, weldf^e wir auf ber Öberflacbe ber grbe beob« 
ad()ten, unb wetcbe wir für abfolute Bewegungen {[galten, weil wir 
fte auf §)unfte bejieben, bie wir alS fejl betrad^ten. 2)iefer Um« 
flonb l^at, wie wir in ber golge feben werben, auf bie 3fn« 
wenbungen ber SRedS^anif weiter feinen Sinfluß; allein biefe 
Bewegungen finb in ber a^bar nur jela tit)e, weil iid) bie 
?)unfte, worauf wir jie bejie^en, mit^ber 6rbe im JRaume fort* 
bewegen. 

um bie Unterfuclf)unaen über bie Bewegung ju loereinfa«^ 
*en, wollen wir junicl^jt nur materielle ?)unfte, b. f). 
^ixptt betrad^ten, beren fimmtlid[>e iDimenftonen gegen bie t>on 
ihnen burc^laufenen JRdume aW unenblid!> flem angefelj^en 
»erben f6nnen. 
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§. 2. 3itr fi3eurtl!et(ung ber IBeiDegung etneS materteOen 
fünftes im 9?aume muß man not^wcnbig jwei ßlemente fennen, 
nimlid): 1) feine fucceffi\?en 8a gen, ober bie burdt)Iaufcnen 
9fiiime, unb 2) bie Seiten, weld?e biefer materielle 9>unft ge« 
braucht, um tjon einer biefer gagen in bie anbere «berjugel[)en, 
ober biefe SJiume ju befc^reiben. 

Sßir wollen }unä4)|t annelmen, ba$ ftc^ ber materielte $tmft 
nad^ einer gcraben 8inie fcrtbcwegr unb feine fuccefftt)en 8<igen 
auf einen in biefer ^geraben ßinie angenommenen fepen ^untt, 
j. JB3. auf bie anfängliche 8age, tt>e(d;e man ben Anfang 6« 
punf t ber JBewe^ung nennt, beiiet)en. 6ö be}eid()ne e bie €nt^ 
fernung bcß materiellen 9)unfteS t)on biefcm Xnfang^punftc nad} 
SSerlauf einer gewiffen lix\^a\)l t>on 3eiteinl:eiten, xvüd^z wir mit 
t bcjctcbnen wollen, mo biefe Entfernung j. SB. al§ pofititj be^ 
trad'-tct wirb, wenn fid? ber materielle ?)unft jur Stecbten be* 
2fnfang§^unfte§. unb atS neg atit>, wenn er ftd? jur Sinfcn 
beffelben bcfinbet, unb enbtid) im ÄnfangSpunfte ber JBewegung 
felbft =0 ift; b/ f), wenn « = ip, fo ijt aud) e = 0. 

SEBenn baS 83erl;5ttniß y w5(^renb ber ganjen ^Bewegung 

einen fonftanten fBtxtf) bebalt, b. !(?. wenn berSRaum e ber Seit ^ 
jietS proportional ift ; fo fagt man, bie ^Bewegung ijl g l e i d&* 
formig, unb biefe ift bie einfacbjle Don allen m6glidf)en ffie^ 
wegungen. £)ie gleid)f6rmigen ^Bewegungen unterf4)eibcn fic^ 

t>mä) bie ©ro^e beS aSerl)iltniffe§ j \)on einanber, unb wenn 

biefeS SBerfialtniß Ui einer gleid^formigen ^Bewegung gr6ßer ift, 
al§ bei einer anbern, ober wenn ber na* SSerlauf berfelben 3eit 
t bei ber erften ^Bewegung burd)laufene JRaum großer ijl, al$ bei 
ber jweiten; fo nennt man bie erjte fcl()n eller, alS bie jweite, 

xt>tBi)alb man aud; baS SBerl^altnifi ^ bie ©efdf^winbigfeit ber 

gleichförmigen ^Bewegung nennt. 

SBenn t in t + ^t unb e in e + ^e iiberge^t, fo ba§ M bie 
jum 2),urd)taufen bc§ JRaumeS ^e erforberlicbe ^cit ijl; fo "^at 
man nach bem äBegriffe ber gleichförmigen ^Bewegung: 



T-7+AK' folglich 7-^- 



tXkl SSerhaltniß ^ fann alfo eben fo wohl / wie -j- nli 3Raß ber 

®ej]chwinbigfeit betrachtet ^werben, unb ';iwar, wie flein bie 
Seit ^t auch fein mag\ SBenn alfo dt ein unenblich f lei« 
ne§ Seitelement, b. h. weldbeS f leiner ijl, alS jebe angebbare Seit, 
unb de ben wahrenb biefeis Seitelementes t>on bem materiellen 
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f>nnfee burdl^Iaufenen SBeg Uitid)ntt\ fo Um ixt (St^^xoiniiiMt 

n>ieber bur^ baS Ser^altniß jj- öuögebrudft werben. 

§. 3. 2)ie Bewegung fann fo bef4?affen fem, baf baS 8Ser* 

l^iltnif -/ ober ^, ober j^ nicl|)t fonjtant bleibt; aWbann 

ift ffc feine 9leiclE)f6rmi9e mel^r, unb wirb be6^alb eine »erön« 
berlid^e Bewegung genannt. 

@S bejeic^ne de wieber ben unenblid^^ Keinen 3Beg, welchen 
ber materielle ?)unft nad& SSerlauf ber Seit t wäbrenb be§ unenb* 
Itdb {leinen 3eitelemente§ dt burd^lauft; fo fann bte Bewegung 
I9at)renb biefer unenblic^ fleinenäeit al6 gteid[)f&rmig bttxa^* 

Ut werben, unb baS Serf)altniß -j^ ijl wieber ber 2Cwöbrucf ber 

de 

®ef4>winbigfeit. 2)iefe ©efdj^winbigfeit ^, mit weld()er fiö) ber 

materieEe ?)unft bewegen würbe, wenn er wiljrenb einer enbli« 
-ä)tn Seit bie gleict)f6rmige SBewegung beibehielte , weldj^e er nur 
wat)renb einer unenblid^ f leinen 3eit beibehält, wirb bfe ®e^ 
fd)winbigfeit ber t)erinberlicben 85 ewegung genannt, 
unb ijl ni(()t f onftant, wie bei ber glei<l()formigen Bewegung, 
fonbern nimmt jeben Xugenblicf einen anbern SBertb an. 

£)a$ bi^b^^ ®efagte li^t ftcb aucb leicht geometrifcb barfletlen. 
2)enn wir woHen annehmen, baß fic^ ber materielle ^unft auf 
ber t>ertifalen geraben 8inie AE (gig. 1) oon A geaen E bewegr, 
wabrenb biefe gerabe ginie in berfelben ©bene, wel^e bie ber gi« 
gur iji, parallel ju ficb felbji fo fortrücft, baß bie Entfernungen 
AA', AA", etc. ber Seit ^proportional finb, unb alö SKafI ber* 
felben bienen f onnen ; fo ift leicht einjufeben , ba§ ber materielle 
^unft, wenn er fid^ auf ber geraben 8inie AE gleicbf6rmig 
bewegt, wdbrenb biefe gerabe ßinie in ber gbene EAT gleid^« 
f6rmig fortrurft, in biefer gbene eine gerabe Sinie kmfm" 
befcbreibt. 3Denn wenn Jkfmf unb k^'mf* jwei beliebige Staume 
barftellcn, welche ben burcb AA' unb AA'' bärge jtellten SDSertben 
Don t entfpredb^n; fo bot man nadb ben SSegriffen ber ßleic^f6rs 
migen S3ewegung': * 

AW _A'W' 
AA' ~ AA" ' 

b. b- bie brei 9)unfte A, m', m" liegen in geraber ßinie. 

SBenn ficb aber ber materielle 9)unft auf ber geraben ßinie 
AE nicbt gleicbf6rmig bewegt, wabrenb AE gleichförmig fort« 
rucfr; fo fann berfelbe auf ber ©benc AET nur eine frumme 
ginie AM'M" befcbreibcn, beren 2Cbfciffen bie SBcrtbe wn t unb 
beren £)rbinaten bie jugebSrigen SäJertbe bon e ftnb. 2)aö Jöer* 

bSltnip ~ brficft alßbann befanntlid^ bie Steigung beS Äur« 
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«enelementet , beffen 9roief Hon dt \% gegen bie VbfdfTenare AT 
auS/ unb obaletc^ biefe Steigung t^on einem fünfte berÄurt>e jum 
anbern t)eranb erlief ifl; fo fann fte bo4^ in ber ganzen 3lu$s 
bebnung beS betrachteten JturoenelementeS M fonjlant angefelben 
werben/ n>eil man biefeS 6(ement M gerablinig betrad^ten Cann. 

Sbenfo fann bad SSerb^Itni^ j^ bed unenblicf) {(einen SRaumed de 

gu ber \\x feinem 93efcbrciben erforberlicben unenbltdb Keinen Seit 
dt, obgleicb ed ftdl^ jeben 3(ugenb(i(f anbert/ n)^btenb ber ^tit dt 
M fonjlant/ unb folglicb alS ber 2(u6brucf ber ®ef(^n>inbtgfeit 
n)2bvenb biefer Seit betrachtet werben. 

§. 4. SBBenn ftci^ ber materieUe ^unft juerfl über bem 
9)unfte A/ ober uberbaupt auf ber @eite biefe« 9)unfte6 befinbet/ 
wo bie })ofiri\)en Entfernungen e genommen werben/ unb ffcf^ 
bann bem 3(nfang«pun!te A na()ert; fo entfprecben pofittt>en 
SSertben t)on dt neaattt)e SBertbe t)on de, weil e ahnimmt, 

de 

unb — ijl aldbann negativ. Sie ©efcbwinbigfeit be§ materiell 

(en fünfte« muß alfo in biefem %oXiz al6 negatit) betradbtet 
werben. 

SSBenn ftcb ber betveglidi^e 9>unft juerfl unter bem ^CnfangS'' 
pwxAU A/ ober itberbaupt auf ber @eite beffelben befinbet/ wo bie 
neaatit>en ©ntfermmgen c genommen werben, unb ficb bann 
biefem ^CnfangSpunfte A nähert; fo \)at de für pofitiüe äBert^e 
Don dt ba« entgegengefe^te Seid^^en t)on e, b. b- de ift ))oftti9/ 

unb folglicb aucb baS SSerbattniß ^. Sie ©efd&winbigfeit be* 

materieQen 9>unlte$ mu|l alfo in biefem Satle al$ ))ofitio bc< • 
trachtet werben. 

SBenn ber beweglidS^e ?)unft wieber auf ber ©eite ber ncga« 
tiDen 6 lieat unb ftd^ t)om 2(nfana6punfte A entfernt/ fo l^at 
de baffelbe Seieben M e, b. b- de tfl für pofttit^e SSertbe ^on 

d£ negatit)/ unb folglicb bad JBerb^ltniß -^negatit). Sie ®e« 

fcbwinbigfeit m\x^ alfo in biefem ^aUe a\i negatit) betradbtet 
werben. 

JCur}/ bie ©efcbwtnbigfeit mug iebc^mat al« pofitiü be- 
tracbtet werben, wenn fi(^ Der materielle 9>unft in bem Sinne ber 
pofitit)en c bewegt/ unb al§ negativ, wenn er jtcb in ent« 
gegengefe^tem @inne bewegt. 

Zxii%%t\t nnb Jtraft. 

§. 5. Sie Crfabrunj UijXt, baß ein Äirper, welcber ficb mit 
einer gewiffen ®efcbwinbtg!eit nacb einer gewijfen Sticbtung be^ 
wegt/ biefe Wid^tung unb biefe ®efd()winbigfeit befto langer bebilt, 
ober wenigpenS ju bebalten jlrebt/ jemebr bie 5u|lern ^^inbcrniffe, 
wie ber äBiberjlanb ber Suft/ bie Steibung/ etc. befeittgt werben. 
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isnb man muf bal&er annel[)mcn , baf ber matemae 9)unf t feine 
urfprüngltdl^e ®efct)n)tnbta!ett unb 9itcl()tung fortmal^renb betbel^al« 
tcn würbe, wenn feine äÖeTOegiing biirc^ feine frembartige Urfac^e 
geänbert würbe. 

2)te grfa^rung (e^rt auc^, ba$, wenn ein «Korper ober matt* 
ricUcr 9)unft auö bem Sujlanbe ber fRnU in ben ber ^Bewegung 
übergebt/ biefea immer vermöge einer fremben Urfadj^e gef^^ie^t 
jDiefe eigenfcbaft ber SKaterie, baß fie ilS)ren Suflanb ber »ewe« 
aitna^ ober ber tRwU nid^t t)on felbjl anbern fann, wirb bie 
äragl()ett ober baö SSebötrungötjermogen berfelben ge« 
nannt/ unb jebe UrfacKje, welc^je ben äujlönb ber ^Bewegung, ober 
ber JRu^e eineö Ä5rperö tjerdnbcrt, ober ju »eranbern jirebt, nennt 
man eine JSraft. 

S5ei einer Äraft ijl breierlei ju unterfdj^eibcn : 1) ber 
9)unft, auf welchen jte wirft/ il)r Angrifft punft; 2) ibre 9ii(l&« 
t u n g / b. 1^. bie 9iirf?tung unb ber (Sinn ber geraben ginie, nac^ 
weld^er fid? ber Äorper ober materietle ?)unift bewegen wurbe^ 
wenn er ber SSBirfung biefer Äraft folgte, unb 3) bie Sntenfi« 
tat. ober @tarfe biefer ^raft, welche ftd^, wie wir fogteidj) fe« 
%tn werben/ wie aVit übrigen ©rofen, burdl^ 3a()Ien audbrä« 
(fen \Hu 

©ie erjle Sbee ber Äraft tx%a\ttn wir burc^ bie 2fnjlrengung 

ober ben 2)rucf, we(d)en wir ausüben muffen, \xm einen Äorper 

gegen bie SBirfung ber @d)were in ^u^e ju tti^alttn, ober ben« 

felben nacb einer gewiffen 9f icbtung fort ju jieben ober ju fdl)ieben/ 

fo ba^ feine @efd)winbigfeit aamat)tidE) juntmmr. äBenn man in 

beiben giUen jwifclfjen ben Körper unb bie »g^anb/ welche benfel« 

ben in 9lube er^ialt, ober fortbewecjt/ eine geberwage (©pna* 

mometer) bringt, fo erfahrt bie ffeber eine gewijfe Biegung, 

wetcbe oon ber ©tirfe ber wirfenben Äraft abl^angt/ unb wenn 

jwei Gräfte unter benfetben Umpdnben fuccefjtoe biefer geber bie* 

felbe JBiegung geben; fo muffen fie offenbör al§ oollfommen 

gleich angefelfeen werben. 2)enft man fid) alSbanU/ bag biefe 

beiben gleichen Äraftc gleid>jeitig unb in bemfelben Sinne 

auf bie geber wirfeu/ unb burd) ibre \?ereinte SBirfung biefer ge« 

ber einen neuen ®rab t)on JBiegung^ertbeiten; fo muß jebe Äraft/ 

welche unter benfetben Umjianbcn für ficb alüein biefelbe JBie* 

gung bergeber bewirf en fann, M ber Summe ber beiben erften 

Ärafte ober bem doppelten jeber berfelben glcid? betrachtet 

werben. SRan jiebt leidbt ein, bag man auf biefetbe SBeife bar« 

tbun fann, bag eine Äraft ba6 25reifad)e, SSierfacbe, etc. einer 

anbern itraft ijl, unb wenn man bie Äraft jur einbeit nimmt, 

»cldiie einer gegebenen geber eine bejHmmte ©iegung ertbeilert 

fann; fo fann man bie Ärdfte, wie alle übrigen ©rogeU/ mef* 

fen, unb folglidS) burdb ^al^ltn auöbrütfen. 



0cr4I<unldttn0. 

§. 6. Sßtr woOen nun t>\t Sietattonen }U bejlimmen fud^en^ 
xot\6)t jn>tf4)en ben Ärdften unb ben burcp fie l()en>or9ebrac^ten 
S3en>egunaen jlatt finhtn, unb junäd^fl ben ^aU bttxaä)tcn, n>o 
biefe Gräfte bejlinbtg nad) ber Slic^tung ber ®ef(l()n)tnbtgfett bed 
materieüen 9)unfte$ wirfen, alfo bie ^Bewegung beffelben eine 
gerabltntge tft. £)ie (Srfa^rung bat geIelS)rt/ baß bie SBtrVung 
einer Jtraft auf einen Sthxpzx t>on ber ©efd^winbigfeit unabl^dngtg 
i|l, n)el4)e biefer Äirper fdbon l^at, fo baß biefe Äraft, wenn fte 
einem rubenben ^bvptt n>a()renb einer beflimmten Seit eine ge« 
»iffe ®ef4)n)inbi9feit ertl)eilen fann, bemfelben bereit* in SSewe* 
gung beftnb(i(l()en Jt6rper genau biefelbe ®ef4)t9inbigfeit$}u na "fyme 
txt\)ült 

«ßieraud folgt: baß bie SBirfung einer tonftanten Araft auf 
einen 7td) bereit* mit einer gewijfen ©efd^winbigfeit ben)egenben 
Xhxpcx barin beflebt/ biefe ®efd^n>inbig(eit in gleichen Seiten um 
glei4)e ®r6ßen ju toermel^ren. äBenn alfo u bie anfdngliäE^e ®e« 
fcbwinbigfeit be* Äirper« bejeidS)net, unb biefe ®ef(^n>inbtg{ett 
nimmt n^a^renb be$ äeittl^eilq^en* M um ^u ju; fo nimmt ^fte 
wal()renb eine^ jn^eiten 3ettt^eil(|^end At n>ieber um biefelbe @tb^t 

Au ju, unb baö SBer^altniß ^ bleibt fonftant, fo lange bie Äraft 

t Au 

fonftant bleibt. ®iefe6 SBerl[)altniß -^ , weld^eS wir mit <fi bc^ 

jeidj^nen woHen, wirb bie SSefd&teunigun^ genannt, unb baf* 
felbe brudt in ber Zf)at bie ®efd[)n)inbigfettd)unal()me Au aui, 
wenn bie entfpred[)enbe Seitbauer At jur Sinl^eit genommen 
wirb. 

SBenn F bie Äraft bejei(l()net, weld^e bie Sefc^leunigung ^p 
l&ert)orbringt, unb F ifl fonpant; fo ijl (p offenbar aucb fonftant, 
unb wenn fid^ F wal^renb ber 2)auer ber ^Bewegung anbert, fo 
lebrt bie ä5eobad)tung, baß fid) ba* SSer^altniß f auf glcid^e 
SBeife dnbert, b. i). bie SBert^e t)on (p bleiben benen t)on F pro* 
portional. SBenn alfo bie 93efc^leuniaung <p fonftant ift, fo 
wirb fte auc^ burd) eine fon flaute Äraft l()eroorgebrad)t. 

S>cx freie gall eine* fc^weren itJrper* im leeren Sfaume 
bietet ein äBeifpiel t)on einer Bewegung bar, worin bie SSefc^leu«' 
nigung fonjlant ifl. ®iefe SBefdS^leunigung, welcl()e man mit g ju 
bejeid^nen pflegt, beträgt auf ber (Sternwarte ju 9)ari* für jebe 
©efunbe O^SOSS, woran* folgt, baß bie Äraft, welcbe ben %aU 
ber Jtorper bewirft, b. ]&. bie ©dj^werfraft, eine fonftante 
Äraft ift, ober baß ba* @txt>xd)t eine* Ä5rper* wdl()renb ber 
ganjen 25auer feine* gaUe* baffelbe bleibt. 

2Benn p ba* ®ewid)t eine*Ä6rper* unb F bieÄraft bejetdE^« 
net, welche bemfelben in ber ©efunbe eine JBefd&leunigung ^ er* 
tbeilen fann; fo t)at man wegen ber Proportionalität 5Wif($en ben 
aSBert^en »on F unb (p bie Slelation: 
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3Mc ©rfafcrung Uf)xt ferner, baß, wenn eine Äraft F fuccef* 
f[\>c auf jwei itorper \)on t)erfd()iebenen ©ewid&ten p unb p' wirft, 
bie SSefd^^leumgunoen (p unb <p', welche fte benfelben ertt^ettt, im 
umgefe^rten 8Serl)dltniffc biefer ©ewidj^te tlet)en, fo baf 
man l()at: 

ober wenn man fär (p («inen SBert^ - F fe|t : 

3Die Relation ^=-r. n)eld()e für benfetben Äftrper unb für 

üerfcfeiebene SBert(;e ber ^raft F ftatt ffnbct, bel)aft alfo aud) i^rc 
©ultigfeit, wenn man von einem Äorper ju einem anbern übergebt, 
unb mitbin werben bie ©efel^e ber gerabtinigen ^Bewegung, weld^c 
Don einer Äraft ^ert)orgebra4)t wirb, bie waJ^renb ber 2)auer bie* 
fer 33ewegung fonjfant b(eibt, iut^ bie eine @Uid)\xnQ: 

f ober--;- = ^^ 
au6gebru(ft. 

§. 7. 3n bem 8Sor]&ergel!)enben l^aben wir üorauSgefefet, baf 
bie iCraft naö^ bem @inne ber ®efd)winbigfett fe(bft wirft; aber 
wenn jie in entgegengefefetem Sinne wirjfte, fo würbe fie 
nic^t eine 3unal)me, fonbern eine Abnahme ber ©efc^winbigfeit 

lfiert)orbringen, unb bieSroße Am, folglich ani) "^oUt.f mü^tt 

aUbann baS entgeg enge feilte 2c\ä)en ber anf5nglicf)en ®e« 
((fewinbigfeit u l)aben. SBenn man F unb u alS pofitio be« 
txaä)Ut, wenn ber ®inn it)rer 9iicbtung ber ij}, in wetdj^em bie 
^)ofitit>en ßntfernungen e junebmen, unb alS negativ, wenn 
fte einen entgegenge festen @inn b^ben; fo baben bie ®r6* 
feen F unb <p immer baffelbe Seid&en, unb bie Delation: 

— — ?£ 

finbet fowobt in IBejiebung auf bie 3 ei elf) en, al6 tn JBejiel&ung 
auf bie 3a^lenwertl^e ftatt. 



«Äffe. 

$. 8. jDie \»en bcr @?((n>ere f^erriibrenbe Sefc^Ieuntgunsj 
ift nid^t in aOen 9)unften ber SrboberfIa(^e btefelbe, unb ;. S. 
netter bem Xequator etwa^ geringer, atd ju 9>an6; aber n>enii 
fi(^ bie ®t&$e ^ inbert, fo inbert ft^^ ba6 &ao\ö)t ber iC6rpet 
att(b in bemfe(ben Serll)2ltniffe/ fo baf für benfelben J£5r$ 

l^cr boft Ser(^A(tni$ £- feinet ®€to\^M )u berSefcl^Ieuntgung ; 

eine tonliante ®r&f e \% in welchem 9>untte ber SrboberfI^c|>e ft(( 

biefer J(6rper auc^ befinben mag. Diefeö Serb^(tnip Sl ^ i9elc(^ed 

fht) t)on bem einen Stixptt ju bem anbem ^nbert, aber für ben- 
felben Mxpex (ontlant ift, wirb bie SJtaffe biefed Xbrpttß ge^ 
nannt. 2)a man mit biefem legten XuSbrucfe gett)6bnltcl^ bte 
Jduantitit ber SRaterie bejeidl^net/ moraut ein X&vper bt- 
^t^, fo ^aben mir nodi^ nil^er )u {eigen / worauf ftdi^ blefe le^te 

Sebeutung beS Ser^&Itniffed - grunbet. 

Senn man )mei i^illig tbentifcbe Shtprc }u einem ettutgen 
Dereiniat, fo baf biefer gut)erl^fftg bie boppelte £luanttt2t fmatt^ 
rie entb^lt; fo ergibt ftcb, bag aui^ bad ®emi4)t bo)>))eIt fo Qto^ 
geworben/ aber bie 89efdt^(eunigung g ungeinbert geblieben /^/ 

unb foIgIid(^ l()at ftdb ber Sertl(^ bed 8)erl(^Itnifred Cmit ber £Luam 

tttit ber ^TOaterie jugleidb t>erboppeIt/ unb im Ttifgemeinen ftnbet 
man bei it6r))ern t>on berfelben Gub^an), bafi jt(|i bie Üuantttat 

ber ÜSaterie unb bad SSerl^dltni^ ^ ))ro)>ortiona( dnbern / fo baf 

Unteres alS 9Ra{l ber erftern bienen fann. fBei t)erf(l()iebenen ®ub^ 
(langen fann man jmar nic^t unbebingt Ul^ayxpUn, baf einem 

boppelten SBertl(^e t)on C eine boppelte £luantitit ber SRaterif 

entf))ri(^t; aOein bie 3ina(ogie fäbtt ju biefer 2(nnabme/ moburcb 
fid^ übrigens aUein ertldren Ih^t, wie bat ®ewi4)t boppett fo grof 
werben fanu/ obne bag {t4^ bte93ef(l()Ieuntgung geinbert ISiat. £)te 
£luantitdt ber aRaterie, ober bie SRaffe eined Sihxptxt 

fann folgltcb burdb baS JBer{)&(tni^ £. , weld^ie« man gew&l^ntid[^ 

burd(^ m begeidbnet/ auiaebriicft werben. SRan fann attc^^ fagen: 
bajß bie 9Raf[i eined Jtorperd ba$ ®ewi(bt ifl/ weichet er baben 
wärbe/ wenn man benfelben in eine Entfernung t>on ber &rbe 
bringen f6nnte, wo bie »ef^^leunigung g ber gingeneinbeit, b. ^. 

2= 1 SReter iji; benn aUbann rebucirte ftd^f baS SSerlfidltniß i 

auf p. 

§. 9. 3n Sfranfreid^, unb bei wiffeufd^aftUcl^en Unterfucbun» 
gen fe^r oft au^ in :Ceutf(li)lanb/ nimmt xaan ba« Aitogramm 
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• 

«bet bai ®en>t(^t t>on 1 Stter bejltUtrtem SBaffet bei ber 2em)^t< 
ratur t)Ou 4^1, auf ber parifer ©tcrnroartc benimmt, jur (Sin^ 
1)ett be$ @emt(^te6/ ober allgemetn/ jur Sinbeit ber 
Straf t 

^ie JBefcbleumgimg ^ ifl eine iaw^e, ndmlicb biejenige/ 
wetd^e ber materielle $unft in ber @efunbe burc^laufen würbe/ 
wenn er fid> wil^renb biefer Seit mit ber fonjlanten ©efcbwinbig« 
feit bewegte, um welche feine ©efcbwinbigfeit unter ber SBirfung 
bet Äraft F wdJ^renb berfelben 3eit jugenommen J?at. ©ie @in- 
|>cit t>on (p ifl folglicb baö ÜReter, wie bie t)on g ober O^/SOSS. 

®ie ©leidj^ung <p^=ff - ijl folgtid? bo mögen «nb britcft bie 

®let4)l&eit jweier Sangen aud, weil ba^äSerbaltnif «eine abftratte 

3a^l ift. . '^ 

Siefe ©leicbung lagt jtcb auf eine anbere ^orm bringen, 
wenn man ben JBegrijf ber SWaffe in biefelbe einfuhrt; benn fefet 

xttan ?-= m, fo üerwanbelt jte ficb in folgenbe: 

F 
«^ = - ober F =»»19^. 



fIttXation itoift^en einer Jtrafc üon oerdnberlid^er Gtdrfe unb ber Bewegung, 
wtlä^e ffe hervorbringt. 

§. 10. ^ JDie Äraft F fann aud), ftatt fonjlant ju fein, ibre 
Sntenfitat ober @tdr!e jeben 2(ugenbli(F dnbern, unb babei 
{tetS bie fpnftante Sticbtung ber @efcbwinbigfeit bed bewegten 
fünftes beibebalten. SBenn man ftcb bie Seit in febr Heine ^n^ 
UroaUt M getbeilt t?orjletlt, fo fann man annebmen, bafi bie 
JCraft F wdbrenb ber Sauer eined folcbed Seittbeiled M nabe ju 
fonffant bleibt, unb aldbann ^at man wd()renb biefer Seit: 

^ All F 

wie Hein ba6 Seitintenoall Ae aucb fein mag. £a bie IBeobacb^ 
twng gezeigt bat, baß biefe ©leicbung wirf lieb für febr ^f leine Seit^ 
intert)aire ftattfinbet, fo nimmt man an, bafi jte aucb für unenb:" 
li(^ f leine Seittbeild^en ftatt ftnbet, unb baß man folglicb in 
aller Strenge bat: 

du F 

wo- bie (Srenje ^on-£ bejeic^net, wenn ficij> A« ol[>ne (Snbe 
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bem SBertf^e fRuIt niUxt S)iefe gformel wirb übrigens butd^ bU 
barauS abgeleiteten Sotgerungen^ welche mit ber {Beobachtung 
äbereinjlimmen/ a« richtig bef!ätigt/ unb man ftebt leid)t ein, 
bag fte fon>0l)I für bie Seid^en/ wie für bte abfoluten SBert^ 
jlattfinbet. 

aSermittelfl biefer ©leic^ung fann man aUe üufaaben über 
bie gerabtinige ^Bewegung ber JWrper ober materiellen 9)unfte 
I&fen/ wobei wir und iebo^ i}xex nidbt aufbalten^ fonbcrn bloS bie 
beiben «Hauptaufgaben näber erörtern woUeu/ um wenigfiend 
}U jeigen/ auf we(4^e Sßapeinbeit jebe @r6$e belogen werben 
muf. 

«^anptaufdaben Aber bie eerabUnige SSetoegung ber Jt5rper. 

§. 11. ®rfle SItifoabe: 2Benn bie Äraft F aege« 
ben ifl/ bie baburcb b^i^^orgebra4)te ^Bewegung ju 
beflimmen. 

2Cufl. SBir wollen junacbft annebmen, baß bie Straft F 
fonpant unb fowobt, al§ ba§ ®ewid)t ü beö Ä5rper§ in ^ilo^ 
grammen gegeben ijl; fo ijl nacb §. o bie JBefcbteunigung ber 

(Sefcbwinbigfeit In ber ©feunbe f onftant unb = jr - , weld^e^, 

p 
wie g, ÜReter au^brucft. SBenn t bie2Cnjaf)l ber feit bemTtugen- 
bticfe, wo bie ®efcbwinbigfeit beö Äorperö = uq roax, üerfloffe« 
nen ©efunben unb u feine ®efd)winbigfeit am 6nbe biefer 3eit 
bejeicbnet; fo wirb bie äBefc^teunigung ber ©efcbwinbigfeit u — u$ 

für bie Seit t folglidb auSgebrucft burcb flr-^/ «nb man b«t: 

F 
u = Uq+ g --t (1) 

P 

SBenn e ben Slaum bejeicbnet, ben ber Äorper feit bem Xugem 
blicfe, t)on welchem an bie 3eit t gejabtt wirb, unb wo bie ®e^ 
fcbwinbigleit = Uq ifl/ befcbrieben ^i^at\ fo l)at man nacb §. 3: 

" "" dl' 

woraus folgte wenn man integrirt: 

e=uot+gyi. (2) 

©ie burdb biefe ©leicbung auögebrudfte ^Bewegung wirb eine 
gleicbfSrmig tjerdnberfidb^ genannt, wo^jon ber t?ertifale 
gall fdbwerer Shxpex im leeren JRaume ba§ bemerfendwertbepe 
©eifpiel barbietet SBenn bie Äraft F, wie wir bi^f)tx tjorauöges 
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fe^t 1)<iUn, in bem @tnne bet anfanslid^en ®efd()n>tnbtgfett «i 

n>irft; fo nimmt ber fRaum € fortwdbrenb mit bcr 3eit t )U/ 

txrib bleibt immer pofitit) ; aber wenn bie Äröft F in bem entge* 

Qcngcfe^ten Sinne t)on bem ber anfanglicben ©efcbwinbigfeit «i 

n>irlt/ fo mup man in ber ©leidi^ung (1) ba§ äeid)ert bed Olies 

t)eS, worin bie ÄraftF t)orfommt in ba6 entgegengefefete oerwan« 

tocln. Sn biefem galle bot ber 9faitm c einen gr5§ten pofiti* 

\>en SStxti), unb wenn bie Seit t nad) ©rreicbung beffelben noc^ 

n>citer junimmt; fo nimmt ber Staum e wieber ab, wirb Slull^ 

bann negatit) unb nimmt in negativem (Sinne fortwdbrenb ju. 

SGBenn ber Äorper, auf welchen eine fonflante Äraft F wirft, 

toon ber fün^t ausgebt, fo i)at man b(oS: 

F/, 

itnb : 

F fi 

JDte jtraft F f ann alfo audgebructt werben burcb : 



©ei bem t)ertifalen galle fcbwerer JtSrper im leeren JRaume ijl 
F=p, unb wenn man ber ^ürje wegen «§= fefet; fo rebuci« 
ren ^iä) bie ©teic^ungen (l) unb (2) auf: 

u=gt unb c== ^, 

unb wenn man t eliminirt, fo erlitt man: 

c = — , ober M=j/2^e. 

SBenn ber Ä6rper mit einer ©efcbwinbi^feit u in tjertifater 9?icb« 
tung loon unten nacb oben bewegt wirb, fo laßt ficb Uxi^t jei- 
gen, baß bie grfißte ^hl^z, weld)e er erreicbt, burcb bie ®tei* 
d^ung : 

I«« 

gegeben wirb. Diefe Delation swif(ri()en bem befcbriebenen JRaume 
e unb ber @efd[)winbigfeit u wirb in ber SKecbanif febr böuftfl 
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and€wanbt. fBei bem %aUt fd^xomt Stbxpet pflt^t man ben 
giaum e gewil^nlidf) mit h ju bejel^nen, bcr 3fu6brurf |- wirb 

bi< bet ©efcbwinbiafcit u entf^re(benbe?faaiS)6lS)c unb ber TCuSbxtxi 
Y^Jgü bic ber 8aUp6()e A entfprecbenbe ©ef^jwinbigfcit genannt 
SSir nooUen nun annebmen/ baß bieitraft F t)eranber(t(^ 
fei/ fo fann biefelbe a« eine gunftion ber ^tit t, ober be6 Stau* 
meft 6/ ober enbUcb ber ®ef(bn>inbigfeit u gegeben fein/ unb tn 
aOen brei gfiUen f)at man nacb §. 10: 

du F 

<p Ober j^^g.j. (3) - 

SBenn bie Äraft F aU gunftion ber Seit gegeben ifi, fo 
bafi V^f(t) ijl; fo t>enoanbelt ficb bie ©leicbung (3) in foU 
genbe : 



unb gibt: 
folg«* : 



p 



'=«'+r/o'^^')'«' 



Sßenn bie itraft F al§ Sunftion bed Siaumed # gegeben/ 
alfo F=/*(e) ifl/ fo erljalt man, wenn mön ben erjten acbeiC ber 

®Iei<t>ung (3) mit u unb ben jweiten mit ^ muttiplictrt : 

udu =xLf(e)de, 
p 

unb toenn «• bie bem Slaume e^ entfpredbenbe ®efc()minbigfeit be^ 
iei(^net; fo b^t man/ n>enn man integrirt: 

u^=u.t + ^ fy(e)de. 
4>ierauS ergibt {tcb: 
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unb tnitl^in: 

SBenn bteiCraftF ald ^unftton ber ®ef(^n>tnbtgfett 
u gegeben, alfo F=/(tt) Iji; fo t)erwanftelt iid) bieöleic^ung (3) 
in folgenbe: 



iDOtauS fol^t: 



s=iA.), 






unb weim «o bte 1 = entfprec^enbe anfängliche (Sefcf^wmbtgfett 
iji; fo erhalt man, wenn man integrirt: 



p /*« du 



SBenn man biefe le^te Integration verrid^^ten unb u = ^ {t) 
ober ^=i^(t) erl()alten fann, fo ergibt jtcb: 



=/;Ht)dt. 



§.12. Stv^ite Sliifgabe: SBenn bie 93ewegung be< 
ÄirperS gegeben iji, bie Äraft ^u finben, wel^^e 
jeben Vugenblic! auf benfelben n^irft. 

Xufl. 2)a bie S3cn>egung beS Ä6rper6 befannt ip, fo fann 
ber Staum e atö eine gegebene ^unCtion ber Seit betrautet n>er« 
ben, fo baß man e=f(f) %at ^ierauö ergibt f[4> burdb ®tffe« 
renjirung : 

^ = «=^'(0 unb 7, = 9>=/'' (0/ 
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^tc Befd^Ieuntg] 
f ommt : 



imb ha iit Befd^Ieuntgnttg <p huxd^ g - auSgcbrutft wf et ; it 



2>a t ^ier immer eine TCma^I wn (Sehinben unb /(e) eine Sang« 
au^hrudt, weil f(t)^=e iff; fo brurfen bie XMeitungen ^'(O «nb 
/^^ (0 au(b Sangen avA, unb F briitf t eine Ttnjabt t>on Xtlogrnm« 
men au^/ n>e(4^e man erhalt wenn man baS ®ewi(bt p be6 £6r« 

|>ert bur4> baö Serf^iltniß — — jweier Singen, b. \^, burcf^ eine 

abjirafte 3ab( multipßcirt. 

SSenn ftcb berJCorper vertifot auf^ ober niebermirM hviütat, 
fo i{l fein ®en>ic^t p fc^on eine ^raft, xotl^t fuccefjtoe auf t9n 
wirft, unb wenn man bie ^raft F^ wiffen wiQ/ wetd^e man jeben 
Xugenbticf ju btefem ®ewic|»te i)in}ufugen, ober bat>on %xxvcoe^nefy 
men muf , bamit ftcb ber S.hxpzx mit einer gegebenen Semegung 
aufs ober abwärts bewegt; fo ^at man jur SefKmmung biefrr 
iCraft bie ®(eid^ung: 

p+F=^r(e), folglid^ F'=p[^^- l]. 

Sena^^bem atfo f"(t) grofer, ober Keiner aWy i% tfl Me Äraft 
F' pofttio, ober negatio, b. K fie wirft in bem ©inne von p, ober 
in bem entgegengefe^ten @inne. 

fSenn }. S3. ein Körper auf einer ^orijontalen @bene liegt/ 
wetcbe ftc^ mit einer gleict^fcrmigcn Bewegung abwarte bewegt; 
fo ift ber X>x\xd, we(4)en biefe 6bene von unten nac^ oben auf 
ben Jtorper, ober ber 2)ni(f, welchen biefer Jt&rper oon oben naii 
unten auf bie Sbene auSubt, bem ©ewic^te be§ Jt6rper$ glei^f/ 
wie wenn bie Sbene, worauf ber Ä6rper rubt, unbeweglicb wäre. 
Denn ba ftc^ biefer Äorper gleichförmig,^ b. 1^. fo nieberwartd be^ 
wegen foQ, ba^ \xi^ bie befd^riebenen Mume wie bie Seiten t>er^ 
galten; fo i{l bie @lei(f)ung. feiner IBewegung oon ber Sorm: 

b. % in btefem SaHe ifi bie Function ^ (t) s e^ -|. At ÜXan 
l^at alfo: 

f'(t)=A unb /'"(0=0' 

unb folglich ijl ber 2)rucf, welchen bie (Sbene auf ben Äorpcr 
ausübt, F'= — p unb ber, welchen ber Ä6rper auf bie ebene 
ausübt, mitf)\n = + p, b. ^. gleich bem ®ewi<|>te beS ÄirperS. 
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Jtrummitntge SSewegung. 

§. 13. S5i6f)cr l)aben wir öorait^gcfcfet, bag bie Jtraft in 
her JRid)tun9 ber ©efcfewinbißfeit beö ÄorpcrS felbfi wirft. In 
tt)ctd)€m befonbern galle bie ' SSewcgung geroblinig ijl/ unb 
wir woUcn nun untcrfud&cn/ tt?ö§ jiött fi'nbet/ n^enn bie Äraft 
jet)cn 3Cuacnblirf nadb «iner anbern 9vidS)timg/ alö bie ber ®e* 
fd^YDtnbigfeit beö ^crperö wirft, in wclcbem galle bie I)en>orgc« 
brachte SBewegimg eine frummlinige ijl; aber jut)or ifl er« 
forberlidb/ bog wir einige neue fi3egrifföbejtimmungen über bie 
©efdbwinbigfeiten unb Ärafte fejlfefeen. 

3ufammenfe|ttng ber (Hefc^minbtgfeiten. 
SBenn jt4) ein materieller 5)iinft mit einer ©efd^winbigfeit 
» = -jj bewegt, beren 9ficl[)tung mit brei recbtwinfligen Äoorbi* 

natcnaren bie SBinfel a, ß, y bilbet, unb man projicirt jeben 
Äugenblicf bie ?age biefeö ?)unfte§ auf biefe 2Cren; fo fann man 
iebe ^rojeftion a*l^ einen ?)unft betrachten, weld^er fid) auf ber 
entfpred)enben ?Cre bewegt. 2)ie ?)rojeftion bcS beweglid^en 9)unf' 
teS auf bie 2Cre ber x j. 35. befd^reibt auf biefer 2Cre wal^renb 
beö 3eitelementeö dt einen unenblicb f leinen 2Beg da;, welcher 
nid)t6 anberS ip, afö bie ?)roieftiDn bc§ yjon bem materiellen 
|)unfte im 9Jaume wirflidb befd^riebenen unenblid) fleinen SBegeS 
de, unb bie ©efcbwinbigfeit ber betradjteten ?3roieftion wirb nadb 

bem in §. 3 ©efagten offenbar au6gcbrudf t burdt) -j^ . 

£)ie ©eftbwinbigfeiten ber ^rojef tionen beS beweglichen ^ixntf 
teS auf ben brei Äycn finb folglid^ : 

dx dy dz 

unb ba man l^at: 

dx:=zde,QO^a, dy = de, cos ß, dz^=de. cosy, 

fo ift auc|) : 

^a; rfe dy de ^ dz d§ 

-r=*T .cosa, -7 = --».cos ßf ir = T .cosr, 

iTl d« ' di dt ^ di dt ^ ' ' 

ober wenn man bie ®efd[)winbigfeiten ber |)roieftionen mit u, 
t>, w bejeidjinet: 



- 16 - 



2>i(fe f)roiffHonen brr Oef^winbtgfeit o = — auf bte bni 

Vren werben aucb ibre Komponenten nadi^ btefen TCxen at^ 
nannt, unb auö ber ZUoxit ber ^rojeftionen folgt, ba§ bte <Sf« 
fcbwtnbtgfeit o bie S^tagonale bed aM ibren bret JComponenten 
(onjlrutrten redl^twintltgen ^araaelepipebumt tft. 9kan ^t 
folflIi4>: 



i=]/„«+,^+»«. 



ober: 



aStr tooQen nun annehmen/ bap, n>il^renb ftc^ ber materielk 
f)unft mit einer ©efd^winbi^feit 6>, beren 9iic^tung mit ben bret 
itoorbinatenaren refp. bieäBintel a, ß, y bilbet, fortbewegt/ bfefe 
Xren fe(b|t bei unt^er&nberter fRi<i)tum, a(fo and) ber Xnfangd^ 
punft ftcb mit einer ®ef4)winbi<ifeit U fortbewegen/ beren Sti^^ 
tma mit biefcn TCren refp. bie SBBinf el a, b, c bilbet ; fo befielt 
g. jB. bie @efammtben>egung be$ materiellen fünftes tn bem 
©inne ber x offenbar Ci\\f> feiner ©ewegung in biefem (Sinne in 
fBe}ie{)ung auf ben beweglichen 2(nfang^punft unb auS ber ä3e« 
wegung biefeS XnfangSpunfteö felbfl in bemfelben @inne itnb in 
jBejiebung auf bie feften Ären, ©affelbe gilt für bie Sftdbtung 
ber y unb bie ber z, fo bag bie Komponenten ber wirf liefen ®e* 
fc^wmbigfeit be6 bewegtid^en $unfte$ im Siaume naä^ ben brei 
Ären refp. auSgebrüdt werben burc|): 

ü cos a + fo cos a , U cos 6+0 cos ß , ü cos c + cos y. 



is 



SRun feien MA unb MB (Jig. 2) bie SBege, wetc|)e ber materielle 
9)unft M in ber ©efunbe befd^reiben würbe, wenn berfelbe xoh%^ 
renb biefer 3eit bie eine, ober bie anbere ber beiben ®efcbwinbig« 
feiten U unb 6> beibebiclte. SEBir wollen AB' gleich unb parallel 
)u MB unb bann MB' jie^en, fo ijl: 

Ucosa+^cosa 

ber XuSbrud ber 9)ro]eftion ber gebrochenen ginie MAB^ auf bie 
Are ber x (•§. 3) unb nacl) ber SEb^orie ber ^rojeftionen audb ber 
ÄuSbrucf ber 9)rojcftion t)on MB' auf biefelbe 2Cre. ßbenfo finb: 

Ucosfr + ocos^ unb ücosc+ocosy 

bie TCuöbrucfe ber ?)roieftionen t?on MB' auf bie Äiren ber j unb 
ber z. jDiefe gerate Sinie MB' würbe alfo ber bewegliche ^\xxAi 
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in btr (Sefunbe butdi^taufeti/ n>enn er lojbtenb btefer Bett bte 
Sletd^jetttgen ®efd[)n)tnbtgfetten U unb a> ^dtte; b. I(^. wenn MA 
itnb MB biefe glet(bietttgen®efdi)mnbt(^fetten audbräcfen^ fo brötft 
\MB' bte ftc^ baraitö eraebenbe n)tr!(tcl^e ®efd(^n>inbts!ett, ober btt 
Slefultante ber ®ef(Qn>mbtg!etten U unb q, xotl6)t bte Storni 
:|>onenten berfelben genannt werben, an^. 

Um biefe Stefultante ju etf)alHn, mn^ man alfo bte betben 
Komponenten U unb & wie bte fte barjleHenben Sinien MA unb 
AB' aneinanber fefeen, unb bie ®nbpun!te ber baburc^ entfteben* 
ben gebrod^enen ßinie burd^ eine gerabe feinie tjerbinben. ©iefe 
SRefuItante fann a\xä) a($ bie 2)iagonaIe beö auö ben «Romponem 
tctt Ü unb ö ober MA unb MB fonjlrutrten ?)araUeIo9ramme« 
betrad^tet werben. 

SBenn ber bewegtidS^e ?)unft brei gleidEjjettige ®ef4>winbigs 
feiten l()itte, fo liege ft4) auf biefetbe SBeife jeigen, baß bie bar* 
aud refu(tirenbe ©efd^winbi^feit erbalten werben fann, wenn man 
bie einjelnen ©efdf^winbigfetten MA, MB, MC bei unt)erinberten 
SHidE^tungen fo aneinanber legt, baß fte eine gebroc^^ene 8inie 
MAB'C bilben, unb bann bie Snbpunfte biefer gebrochenen 8inie 
biir^ eine gerabe 8inie MC' tjerbinbet. 2)iefe Slefultante MC 
fann aud|^ aU bie Diagonale be§ f)araaelepi)>ebum§ bettad^tet 
werben, beffen Tanten bie brei ®ef4)iwinbigfeit8fomponenten 
MA, MB, MC pnb. 2)a6 üon brei gleic|>jeitigen ®ef4)winbig» 
fetten ®efagte gilt aixd) t)on einer beliebigen Xnjal^l foldt^er 
®efd()winbigleiten unb bie JRefultante wirb immer burd^ bie ge^ 
rabe Sinie auSgebrurft, welche bie (Snbpunfte ber gebrod^enen Et- 
Ate üerbinbet, bie au§ ber äufammenfefeung ber bie 6om^)onenten 
barftellenben geraben Knien l^ert)orgel(^t 

3ufammenfe(und ber ^rdfte. 

§. 14. 25iefe Delation jwifd^en ben einzelnen gleidf^jeitigen 
©efc^winbtjfeiten unb ber wirflid^en ®efcl)winbigfeit, ober jwi* 
fd^en ben ®efdS>winbigfeitSfom<)onenten unb ibrer ,9iefultante fin« 
bet auc^, wie wir fogleidf^ jeigen werben, jwifdf^en ben Ärdften 
ftatt. 

SBenn man bie Ärafteinl[)eit burd^ eine gewiffe 8ingeneinl()eit 
auöbrucf t, fo fann jebe ^raft burdj) eine 8ange bargeftellt werben, 
welcbe bie 8angeneinbeit ebenfo mlmal entl)4lt, als bie Äraft 
Äraftetnl)citen ober Kilogramme, unb wenn man biefe Range auf 
bie Siid^tung ber Kraft t)on i^rem 2(ngrifföpunfte aui tragt; fo 
wirb biefe Kraft burc^ biefe ßdnge fowol)l ber Sntenfitdt ober 
©tdrfe, aB ber {Richtung nad) bargeftellt. 

SBenn nun auf benfelben materiellen 9>un!t, weld^en wir ju* 
öirbetft al§ unbewegt ober ru^ienb betrachten wollen, gleid()jeitig 
melS)rere Kräfte wirren, fo ftebt man U\d)t ein, baß fid) biefer 
Dunft unter ber gleid^jeitigen SBirfung biefer Kräfte ioä) 
immer nur na^ einer einzigen Stidgitung bewegen fann, wie 
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lotnn nur eine etnjige iStraft m6) biefet Stid^tunQ (Utf t^ 
"birfte, unb foIgU* fantt ba« ©pjtem ber glcicfeicittg mttfenbni 
'Jtrifte immer burd^ eine einji^e «Kraft erfe^t merbeit/ meldte tnon 
bie Slcfultante ber gUict^jeitig wirfenben Ärdfte nennt/ nwl^ 
renb biefe bie Komponenten ber Slefultante genonnt n>erbnL 
SBir n)oUen nun bie Stelationen auffud^en/ n)eI6e fomo^I in ä3e< 
•jieftung auf bie Sntenfttit ober ©tarfe, afö in äßeuel^ung auf We 
9t{d)lung in>ifcl^en ben Jtomponenten unb il^xtt Slefuttante ftatt 
finben. 

§. 15. Suerfl wollen n>ir ben fe^r einfadt^en %aU bttvad)ten, 
-»0 jwei gleiche Äriftc P unb P', roeldbe ber ®r6fe unb 8^1^ 
tung naü) bur* bie Sangen mP, wP' (gig. 3) bargefleUt n>erbcn/ 
auf benfelben materiellen 9)unft m n>irfen, inbcm i^re 9Iid()tunsen 
einen SBinfet a mit einanber bilben, welcher ein 2)rittel \)on toter 
tedf)ten SBinfeln betragt. 

Sßenn man nun annimmt , bag auf benfelben materiellen 
Vßnntt m wi} eine britte Äraft wP'' wirft, welc^^e ber 3ntenft* 
tht nadl^, jeber ber beiben erjlen gleid^ ijl, unb beren Slid)tnnQ 
mit ben 9tid()tungen biefer beiben erflen Jtrafte einen Sßinfel a 
bilbet; fo ifl wegen ber Symmetrie ber gigur einleud^tenb, baß 
ftcb ber materielle $untt m nid(^t bewegen tann, unb bap fo[glt(9 
bie beiben Ärifte P unb P' bie SSSirfung ber Kraft P" aufgeben. 
Aber bie ffiirfung ber Kraft P" würbe offenbar aixä) burd^ eine 
Kraft P'" aufgehoben , weld)e ibr gleid^ unb entgegenaefe^t ifl/ 
worauf folgt, baf bie beiben Krifte P unb P' t>\xxi) bie eine 
Kraft P'" toertreten werben fonnen, welche mitbin ibre JRefufc 
tante ift. 

2)a biefe Kraft P'" nadf) ber Verlängerung t)on P" gerid^tet 
ifl, fo tbeilt ibre 9iidf)tung ben SBßinfel a in jwei gleid()e SEbeile,' 
wot)on jeber Vs eined xeä)ten betragt, unb ba bie geraben Sinien 
mP, mP, wiP" gleich lang ftnb ; fo ftnb bie ©reiedfe PmP'"/ 
P'mP''' gteidS)feitig , unb bilben vereinigt eine fRante PmP'P'". 
Sie Slefultante wiP'" ber beiben Kräfte inP unb mP' fann fotg^ 
lid[) erbalten werben, wenn man biefe lefetern nac^ ibren eigenen 
Sltd{)tungen ju ber gebrod()enen ßinie mP'P'" jufammenfefet unb 
bie Snbpunfte bcrfeiben burcb eine gerabe ßinie jwP" \)erbinbet 
Siefe Slefultante fann audl^ alö bie 5)iagonale beö au§ ben Korn« 
ponenten mP, wiP' fonjlruirten?)arallelogramm§ bettai)tet werben. 

SBir wollen nun jeigen, baß biefe SRelation allgemeine ©ul* 
tigfeit f)at, b. b- baß bie 9iefultante jweier beliebiger 
nad) t)erfd()iebenen SRid^tungen gleidl?jeitig auf ben* 
felben materiellen 9)unft wirfenber Krifte ber 
®r6ge unb SRic()tung nad^ burdj^ bie diagonale be« 
9)arallelogrammd au^gebrucft wirb, weld^ed aii^ 
ben bie Komponenten barftellenben geraben Sinten 
fonftruirt ift. 

SBenn biefer ©afe für jwei gleidf^e Kräfte P unb P', beren 
0M(|^tungen einen beliebigen SESinfel a mit einanber bilben/ bewie« 
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fen ift; fo ftnbet berfetbe and) fär jn>et beliebige atitzxi gleiche 
Ävifte Q unb Q', bereit SlidS^tungen benfelben SBinfel a mit ein* 
anber bilben, jtatt, b. 1^. bie JRefultanten biefer beiben ©pjteme 

Bleicher JRrafte t)erl()alten ftc^ wie biefe Ärafte. 35ie JRicbtung ber 
tefuttante fallt offenbar mit ber |)albirun06tinie be6 SBinfetö a 
jufammen, »elcl^en bie JRic^tungen ber beiben Äomj>onenten mit 
einanber bilben, weil biefe einanber gleicf) finb unb fein ®runb 
loorl^anben ijl, warum ^6) bie Siefultante e()er ber einen, alS ber 
andern .Komponente nä()ern foUte. 

9?ebmen wir nun junäcl^ft an, baß bie Ärdfte P unb Q ein 

aemcinfdS)aftlid()e§ 9Rafl F ^abtn, welcbeö in ber erften pmal unb 

in ber jweiten g mal entl[)alten ift, unb fefeen für jebe ber Ärafte 

P,P' be§ erften ©pftemeö p Ärdfte, wotjon jebe = F ift unb 

toiefdbe mi(!l)tmQ f)at afö P unb F; fo fefeen ficb bie Ärdfte F 

paarweife in me einjige r jufammen, wdd)e md) ber^^albirungS* 

Unic be6. SBinfetö a geridj^tet ift, unb bie ®efammtrefultante bie^ 

fet einjelnen Stefultanten, welche offenbar r fo t?ielmal entijalt, ali 

p einleiten l)at, ift bie JRefultante ber Gräfte P, P'. ebenfo er? 

gibt fid^ , baf bie SJefuttante ber Ärdfte Q, Q' bie g)artialreful- 

tante r fo üielmal entl^dlt, aK q @inbeiten I)at, worauf folgt, 

ba# ftc^ bie 9Jefuttanten ber beiben ©pfteme P, P' unb Q, Q' wie 

p 3« ?/ «nb folglid) wie P ju Q t>erbalten, weldjer ©afe ffd) 

auo) leidet auf ben Sali ber Snfommenfurabilitdt ber Ärdfte P 

unb Q erweitern laßt. 

Solan ^fann nun leidf^t ieigen, baß, wenn biefer ©a^ für jwei 

atetd^e Ärdfte P unb P^ (?jig. 4), beren 9Iid)tungcn einen SBin- 

fei OL miteinanber bilben, ftattftnbet, bcrfelbe and) für jwei glei<l^c 

Ärdf tc P, P'' gilt, beren JRid^tungen einen l)atb fo großen 

SBinfcl miteinanber bilben. 2Ba§ jundc^ft bie 9?id)tung ber f^e^ 

^tiltante ber Gräfte P unb P" anlangt, fo fdllt fte offenbar mit 

ber •^albirungglinie wQ be6 S3Sin!el^ Pi»P'' jufammen. gerner 

wollen wir <^nne^men, baß nad) mP" jwei gleiche Gräfte, jiebe 

= P", wirfen, fo wirb if)re 9?cfultante burd) 2mP" auögebrucft, 

unb bie 9iefultante ber beiben Ärdfte P, P' wirb burdf) 2wÄ au8s 

gebrücft; folglidf) wirb bie Stefultante biefer tjicr Ärdfte burd^ 

2wiP" + 2mA auögebrüdft. SSenn man aber au§ bem ?)unfte 

B, wo PP" bie 3cid)tung mQ trifft, ein ?)erpenbifel BA' auf 

mP'' fallt, fo l)at man mk + mP'' = 2mA', unb folglid? wirb 

bie eben erwähnte Sotalrefultante au6gebrücft burd) 4wiA'. J)iefe 

JRefultante fann aber a\\d:i erbalten werben, wenn man fucceffwe 

bie Sfefultante Q Don P, P", bann bie JRefultante Q' t)on P', 

P" unb enblicb bie Stefultante üon Q unb Q' fucbt. SSim bilben 

aber bie Ärdfte Q unb Q' benfelben SBinfel miteinanber, wie P 

! unb P" ober wie P' unb P", unb wenn folglid) wB' bie ^alfte 

! ber JRefultante t)on P, P" unb mB" ben t)ierten %W ber SRe* 

fultanten t)on Q, Q' barfteHt; fo \)qX man nacl) bem eben S5e^ 

wiefenen : 



~ io ~ 1 

I 
I 

mP ~ 2mB' ^ «P "^ mB' ' 

worau« folgt, ba6 bie ©reiecfe B'mP, B^wiB', n)cl(^c einen alei« 
(()en Sßinfel bei m ^aben / etnanber ^bnltd^ ftnb. 2Cber bte xmx 
iiiB", welche ben vierten %%i\\ ber SEotalrefuItante auSbriicft, n«ij 
ber ginie wA', »cldj^c biefelbc ®r6ße auSbrucft/ gteicl^ fein , uiÄ 
folglich muß ber ?)unft B' mit bem ?>i!nfte B iufammenfatten/ 
fo baß man alöbann jlatt ber ©reiecfe B'mP , B"mB' bie re# 
winfUgen ©reierfe BwiP, A'mP {)at. Die Sfefultante ber itraftr 
P/ P'' muß folglid) bur^) baS 2)opt)eIte t)on wB, b. |>. burcf^ bie 
Diagonale beS au« mP unb mP'' conflruirten ?>arallel08ramme« 
bargeflellt »erben. 

@benfo ergibt ftc^, baß ber in JRebe fle^enbe (Safe aucft fui 

|wei gleiche Ärdfte gilt, weldi^e einen ber SBinfel p ^/ •-• JJ 

mit einanber bilben, n>o ber le^te beliebig flein gemadt^t n>erbeo 
fann. 

SSir n)ollen nun bemeifen, baß ber in Stebe fiebenbe @a(/ 
wenn berfelbe för bie SBinfel «, ^ unb a+^ flatt ftnbet, au4 
ffir ben 2Binfel a+2^ gilt, unb ju bem Swecfe baS ©pffem ber 
auf ben materiellen ^unft m mirrenben t)ier gleidS)en Ärdfte P/ 
P% Pj/ P'i (Sifi. 4«) betracl)ten. 68 fei P'mP'i == «, PmP 
= P,mPi' = ß unb wQ, »iQi feien bie ^albirungSlinten ber 
JBinfelPmP', PimP'i ; fo iftQmQi = a+/S unb PmP, =a+2/?. 
gerner wollen wir bie 8inie PP', weldf)e in B auf wB fenfret^t 
ijt, fo wie bie 8inie P'P'i i^ieben, auf lefetere ba6 9)erpenbifel 
mV'" unb m% ben ?)unften P, B auf m P"' bie 9)er^enb{f el PA, 
BA' fdllen; fo ijl 2wP'" bieJRefultante ber beiben gleichen Gräfte 
P', P'i, welcl)e ben SBinfel a mit einanber bilben, unb 2mB '\% 
bie JRefultante ber beiben gleichen Ärdfte P, P', ober Pi, P^ 
weld^e ben S33in!el /? mit einanber bilben. SBir wollen biefe bei- 
ben legten JRefultanten refp. mit Q unb Qi bejei(if)nen, fo ifl 
4»iA' bie Slefultante <k\x^ Q unb Qi , welche ben SBinfel a4-? 
miteinanber bilben. 2)a aber biefe lefetere Siefultante bie ®e« 
fammtrefultante fein muß , fo ift fte ber SIefultante auS P'/ P'i 
unb ber au§ P, Pi jufammenc^enommen gleich, woran« folgt, ba| 
bie JRefultante ber Ärafte P^ Pi , xozX^z ben SBinfel a+2^ mit 
einanber bilben, gleicb 4wiA'— 2mP'", b. 1^. =inA ift, weil bie 
©umme mA + mP'''=2mA' ijl. 

et 

2)a ^iernacb ber in Siebe jtel;enbe ©afe für bie SBinfel 0/ j;/ 

-^xooücit ifl, fo ift eres au^ für bte SBmfel^^/ 57/ 57/ •••• -JT' 

b. b. für jeben beliebigen SBinfel, weil —^ offenbar jeben beliebt» | 
%m SBinfel auöbrucfen fann. 
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. aSir Unnen nm jeigen/ baß ber fraglt(()e ®a6 aud^ furtwci 

betiebige ung leidige Ärifte P, P' (gig. 6), »cl^e einen red^« 

ten SBin!et mit einanber bilben, ftatt ftnbet. 3u bem Swetfe 

Y^cUen wir bie beiben diagonalen beS auö ben Ärdften mP, mP' 

f onftruirten JRed^tecfeS jiel^en/ nnb au§ ber ÜRitte B auf wiP,i«P' 

Tcfp. bie 9)erpenbifel BA, BA' fallen, t>uxä) ben 9)un!t m eine 

%>arallele ju PP' jiel&en , unb auf berfelben mB' = jiiB" = mB 

nel^nten; fo fiej)t man Uid)t ein, bag mP bie diagonale ber un^ 

t>oUenbeten Staute wiBPB" ijt, unb baß folglich bie bur4^ mP au8« 

gebrücf te Äraft alö hie JRefultante ber beiben burdf^ mB unb «B'' 

^argefleUten gleidS)en Ärafte btttad)tet werben fann. ©benfo fann 

bte ^raft mP^ a(8 bie SiefuUante aud mB unb mB^ bettad)tet 

werben. S)ie beiben Ärafte mP; mP' fonnen folglidb burdS) t>ter 

Ärafte erfeftt »erben, nimlid) 1) burd^ bie beiben Ärifte ftiB', 

iwB" weldSie einanber gleidf) unb entaegengefe^t ftnb, fotglidj) ein« 

anber aufl&eben, unb 2) burc^ jwei Äräfte, moDon jebe burc^ mB 

auSgebrucft wirb, unb mitl^in einer einjigen Äraft g(eidf> finb, 

toel^e burd^ mQ, b. f), iuxd) bie diagonale beö auS mP unb 

mP' fonftruirten 9lecl)tecfe* bargejtellt wirb. 

enbli<^ la^t fid& (eidj^t jeigen, baß ber in 3Iebe pe^enbe Saft 
aixä) für jwei ungleic^^e Gräfte gi(t, melc^^e einen beliebigen 
SBintel mit einanber bilben. 2)enn eS feien mP, mP' (gig. 6) 
bte geraben Linien, weldj^e biefe beit>en Ärafte auöbrucfen; man 
fonjtruire ba6 9)araUetogramm mPQP', jielE)e BmB' fenfreÄt auf 
bie diagonale mQ , fuße äu§ ben 9)unrten P , P' auf mQ bie 
?)erpenbifel PA, P'A' unb jiel&e ju biefer 25iagonate bie ^axaU 
lelen PB, P'B'; fo fann man nacb bem \)Oxf)in i^^ewiefenen mP 
oW bie SRefuItante au8 mA unb mB, unb ebenfo mP' atö bie JRes 
fultante au8 mA^ unb mB^ betrad[)ten. 2>a aber bie drifte mB 
unb mB' einanber g(eic() unb entqegengefel^t ftnb, alfo einanber 
auflS)eben; fo tonnen fte unberucfft($tigt bleiben, unb e$ bleiben 
nur Xiod} bie beiben Ärdfte mA, mA' übrig, beren 9lefultante 
il^rer @umme aleic(^ ift, b. f), burd[) bie S)iagonale^mQ be< atxi 
mP unb mP' i^nftruirten Parallelogramme^ anßgebrücf t wirb, weil 
mA'=AQ ift. 

SBBenn alfo auf benfelben materiellen 9)unft jwei beliebige 
Ärdfte wirfen,^wel(be ber ®r6ße unb 8li4)tiing nai) tnxd) geraoe 
Linien auögebrücft werben; fo wirb bie JRefultante biefer Ärdfte 
immer ber ®r6ße ut)b 9itd[)tung nad() bmd) bie diagonale be$ 
ou8 biefen 8inien fonfiruirten Parallelogramm^ bargejtellt. 9Rit 
anbern SBorten: man ex\)Ht biefe JRefultante, wenn man bie bei« 
ben geraben 8inien in ben SRicl^tungen ber iuxä) fte bargeftellten 
jtrifte aneinanber legt, unb bie ßnbpunfte ber baburc^ entftel^ens 
ben 8ebrod()enen 8inie iuxi) eine britte gerabe 8inie tjerbinbet. 

SBenn man eine größere 3(njabl auf benfelben materiellen 
9)unft wirfenber Ärifte in eine einjige jufammen iu feigen bitte, 
fo fonnte man suerjl naä) ber t)or^)ergebenben Siegel jwei biefer 
Kräfte ju einer SCefultante, bann biefe ^efultante mtt einer britten 
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ber aegebenen itrifte, u. f. f. {ufammenfelen / xoat offenbat b«p 
auf omauSlauft^ bte biefe Jtrifte barfteOenben geraben £tnten naitj 
ben entfj)recbenben Slicbtwtigcn mit ibren @nbj>unften ancmanbtr| 
}u legeti/ unb bann bie Gnbpunfte ber auf biefe SBeife erbaltei 
gebrochenen Sinte burcb eine gerabe Sinie }u oerbtnben./ xot\ . 
alftbann bie gefucbte 9lefu(tante ber ®r6ge unb Sltxd)Uini bai 
fleOt 

§. 16. Tiixi biefer Siegel unb ber befannten SEI^eorie ber Dw 
iettionen folgt/ bap bie ^rojeftion ber 9lefu(tante au^ einer bei 
Uebigen TCnjabt t)on JCriften auf eine beliebige 2Cre ber (Summi 
ber ^ojef tionen ibrer Äomponenten auf biefelbe 3fre gleidb ift/ »«* 
bem man bie 9>roieftionen ber^Ärifte aW negativ betxa^tttt 
n>el(be mit ber fftid^tnna ber ^roiettion ber 9iefu(tante / bie moxi 
aU bie ber ))ofttit)en |>roiettionen betradt^tet/ einen Rumpfes 
SBinfel bitben. 

2tu§ ber äufammenfefeung ber Gräfte ergibt Hd) a\x6) cAi 
befonberer %aU, baf man für jebe Äraft brei anbere nacb öuf« 
einanber fenfred()ten %xtn gerichtete Ärdfte, welche ben 9)roieftto^ 
nen ber urfprunglidf)en Äraft auf biefe brei 2Cren gleidb f?nb/ fu6^ 
flituiren fann, waö in ber SRccbanif Ui)t f)anfiQ gefcbicl[)t. 

@ebr oft f)at man anc^ eine gegebene Äraft in brei anbete 
|tt serlegeu/ n)ot)on bie eine nacb einer gegebenen geraben 
ginie wirft. ®iefe Serlegung fann auf unenblicb mcle t>erfc6ie^ 
bene Arten gefcbeben, wenn bie SBinfel , rotld)t bie Komponenten 
mit einanber bilben, wißfürlicb bleiben; aber eö ffnbet nur eint 
(innige Serlegung^art ftatt^ wenn bie brei Jtom))onenten aufeinam 
ber fenfrecbt fein muffen. ÜRan »erftebt baber in ber ÜRed^anil 
unter ber äerlegung ober Äomponente einer Äraft Q naclS> einer 
geraben Sinie mP gewobnlicl) bie Äraft, welcbe mit jwei anbern 
unter ftcb unb auf ben erjlen fenfrecbten Ärdften iufammengefeSt, 
bie Jtraft Q iur JRefultante gibt, unb biefe Komponente ijl nid^tt 
anberä, at§ bie ^rojeftion ber bie Kraft Q barftellenben geraben 
Sinie auf bie gerabe Sinie mP. 

Oft jertegt man eine gegebene Kraft audf) in jwei aubere^ 
woDon bie eine nacb einer geraben 8inie mP gerid^tet unb bie an- 
bere barauf fenfrecbt ift, unb eö wirb in biefem gatle angenom- 
meu/ baß bie gegebene Kraft unb ibre beiben Komponenten in 
berfelben @bene liegen, ©nblicb böben wir bei ber Ableitung 
ber Sdfee über bie 3ufammenfe^xmg ber Kräfte anaenommen, baf 
fiH) ber materielle ?)unft, auf weld()en biefe^ Kräfte wirfeu/ in 
Stulpe befinbet; allein bie bewiesenen @afee würben aud^ nod& ftatt 
finben, wenn fid^ biefer materielle 9)un!t in Bewegung befanbe; 
benn e8 ijl eine ©rfabrungöwabrbeit, baß bie Krifte auf einen in 
äBewegung befi'nblicben Korper eben fo wirfen, wie auf einen ru^ 
If^enben, unb folglid) jtnb bie ©efefee ber Sufammenfefeung unb 
Verlegung ber Krdfte in beiben fallen biefelben. 
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(Sleid^ungen f&t tie fntmmlinid« fBetvegung. 

§. 17. SBenn jtc^ ein materieHcr 9Junft bewegt, unb feine 

<Sefd()n)inbi9feit dnbert ft(f> ber ©ro^e, aber nid)t ber Slid()tun3- 

ttad>; fo I)aben wir gefeben, baß biefe SBerdnbcrung »egen bet 

SKragl^^eit ber ÜRaterie ni^t obne bte Sinwirfung einer nac^ ber- 

SRicfetung ber SSewegung beS materiellen ?)im!te§ ttjati^m Stxaft 

ftatt finbenr fann, unb wenn bte ®efdf)tt>inbigfett ibre 9iid()tunfi 

ant)crt, gleicboiet ob pcb il^re ®rofe a\x6) dnbert, ober nid)t; fo 

tann man^ebenfo bebaupten, baß biefe IBerdnberung t)on^einer 

Äraft b^trubtt, welche naä) einer t)on ber 0iicl()tung ber- anfdnalf« 

d>en @ef^n)inbigfeit beö materieUen $ttn!te§ t>erfcl()iebenen 3tx6)if 

twng wirft 

Um bie SRetation ju finben, wetcbe jwifdfien biefer Äraft unb 
ber t^on ibt IS)ert)orgebrad()ten notbwenbig frummlinigen S3eweaung 
ilatt ftnbet, werben wir unö wieber auf ben Srfabrun^Sfa^ beru« 
fen: baß bie SBirfung einer Äraft auf einen ftdb mit einer ge< 
tt)iffen ®efci)winbigfeit bewegenben Äorper biefelbe ifl, al§ wenn 
^6) biefer Äorper in Slube beffnbet, b. l}, für einen SBeobacbter,. 
tt>et^er ftd^ mit ber ®efdS)winbigfeit beS Ä6rperS in bem Augenöl 
blicfe, wo bie Äraft auf benfelben wirfen foll, in bemfetben Sinne, 
wie biefer JEorper bewegt, würbe le|terer in golge ber SBirfunj 
biefer Äraft fi^ fo iu bewegen fd^^einen, ali wenn er t)on ber 
giu^e ausginge. 

SBir wouen nun annel&men, baf bie redf)twinffigen Äcorbina« 
tenaren biefelben JRid&tungen bebalten, aber baß fid^ ber TCnfangS^^ 
punft berfelben mit einer ©efc^winbigfeit bewegt, weld^e ber beS 
JlSrperö in bem Tfugenblicfe, wo bie Äraft auf ibn wirfen folf, 
olei^ unb parattet ift, unb a, ß, y feien bie SSJinfel, wetcbe bie 
Sltcfetung ber Äraft F mit biefen ?(ren bilbet. 35iefe Äraft fann 
wdbrenb beS unenblicl) f leinen Seittbeilc^enS dt aK fonjtant be* 
trad()tet werben, unb baffelbe giU t)on il^ren JComponenten : 

F cos a , F cos^ , F cos y. 

®ie Äomponenten ber fd^ einbaren ober retatitjen ®efd&win« 
bigfeit, welche bem materiellen ?)unfte wdbrenb beö 3eitelemente* 
dt mitgetl^eilt wirb, werben folglidS? auSgebrüdft burcl() (§. 10): 

Fcosoc „ Fcos/? - Fcosy .^ 
g —^dt,g—^dt,g—^dt 

Aber bie ©efcbwinbigfeit, welche bie Äraft F bem materi^eUcn 
fünfte mittl)eiten würbe, wenn fid? berfclbe in JRulf^e befdnbe, 
coeriftirt nai^ bem erwdl[)nten @rfabrung6fa^e mit ber bereit« er^ 
langten ®efd^winbigfeit be§ materiellen '?5unfteS, fo baß ftd? x%xt 
Äomponenten jufammenabbiren (§. 13), unb ba bie jule^t au6« 
gebrücften Äomponenten fk^ auf bie unenblidS) fleine t^txt dt be< 
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g^]^; fo flnb fte bte 2)t1feren|tale bcr anbem itom^onenteti tu 
e)tebung auf bte Seit t SBenn folgUcb u, v, v bte nad) bea 
itoorbmatenaren gerid^teten Komponenten ber ©efc^wtnbtgf eit be< 
materielten 9>untted in bem XugenbUcfe/ n>o bte Kraft F auf t^n 
lotrfen toiU, be}et4^nen; fo bat man: 

^ dt, dw = a. ^ di, 




SBenn man btefe Sleict^ungen mit ber in §. 10 i^ergfetcbt/ 
fo folgt/ bafi bte ^roieftion ber IBefdt^leunigung ber ®ef4^n)tnbig« 
feit nacb ber Slicbtung ieber Tixt w&()renb ber unenbli(|> Kernen 
Seit dt a(d biejenige betrad^tet n>erben lann, meldte ber mattf^ 
rieUe $unft. ber ftcp nad(^ biefer Tixz bereits mit ber Komponente 
feiner ©efcbtoinbigteit im Staume fortben>e0t/ annehmen tvurbe/ 
toenn bie Komponente ber Kraft F nacb btefer Tixz nun auf ibn 
»irfte. 

3n ben ®(ei(bunaen (A) ftnb oMt @efe|e ber IBetoegung 
eines materiellen ^unrted entbalteu/ auf n>elcben eine Kraft wirft, 
bie eine i^on ber 9lt(l()tung ber bereits erlangten ©efcbminbigfeit 
beS materiellen |)unfteS oerfcbiebene 9{i(btung %at, b. b- alle ®f 
fe^e ber frummlinigen S3en)egung eineS materiellen 9)unfteS. 

Sewcdung fd^ioerer SAxiptt \xa leeren SRatnnf . 

§. 18. aStr wollen biefe ®lei(bungen auf bie ^t^mmnni 
ber iBen)egung ^i^xotxzx K6rper im leeren Slaume unter ber allein 
nigen SBirfung ber @(bn>ere anwenben. SBenn n>ir bie 2Cre ber 
s oertifal annehmen / unb bie z t)on unten nai^ oben }ablen / fo 
oenoanbeln ^x^ bie ©leicbungen (A) n^egen F s= p in folgenbe: 

«(hieraus ergibt ftd^ burd(^ Integration, wenn u^.v%,w^ bieKom^ 
ponenten ber anfdngli(l()en @efc()n>inbigfeit bejeidi^nen: 

ii=tt9, v=v^, w=w$—gt, 

ober: 

d» du dt . 
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etin man bie anfin^U^t Sage bed materteUen Dunfted/ xotUI)t 
e = ober bem 2CugenbIicfe entfprid&t/ t)on n>eld)em au5 bte Seit 
t QCiat^lt noirb/ jum ^Cnfangöpunfte ber fejlen Jtoorbinaten x,y, z 
nimmt/ fo ergibt {t4) burd^ dne neue Integration : 

Jf=M/ y^^t, x=ie%< — flf-. 

unb n)enn man t iwifd^^en btefen brei (Sleic^ungen etimintrt; fo 
erl^^It mani 

25ie erpe biefer legten ®Iei(l()ungen ijl bie einer JBertifal« 
Gbene, n>or{n bie {Bewegung flatt ftnbet/ unb wenn man biefe 
ebene ju ber (Sbene ber xz nimmt, ober v^=0 fe^t; fo ift bie 
zweite ©leidf^ung bie ber <5urt)e, weld^e ber materielle ?)unlt in 
tiefer 6bene bef(|)reibt, im Allgemeinen bie SEraieftorie beffet« 
ben genannt mirb unb in bem gegenwärtigen Satte ofenbar eine 
?)arabel ijl, beren 3Cre tjertifalt fltebt. 

$a* SRarimum t)on z ijl = IT ""*^ entfpricbt z = -— / 

xoeld^a genau bie JCoorbinaten be§ @cbetteld ber ^^arabel ftnb, 
ttnb man ftebt/ baf bie gr&^te ^hU, bM )u mel^^er ber materielle 
9>unft aufjleigt, genau biejenige ijl, weicbe er erreid^en^ würbe, 
wenn er mit ber anfan^Iicben ®ef(bwinbigfeit w^ aufwarte ge^ 
worfen würbe, ©ie SEraieftorie gebt burcb ben 2fnfang6pun!t ber 
Jtoorbinaten unb burd^fd^neibet bie TLxt ber x in einem ^weiten 

2lfrilPn 

?)unfte, beffen Xbfciffe = , b. b. baö 2)opj)elte ber Äbfcijfe 

beö @d^eiteI6 ber 6urt)e ifl, unb bie SSBurfweite genannt 
wirb. 

SBenn a ber SBinfel, welchen bie anfängliche ©efc^winbigfeit 
beft materiellen $unlted mit ber 'K%e ber x bilbet, unb V« biefe 
®efd^winbigleit felbjl bejeid^net; fo bat man: 

Ut^VtCOsa unb i0o = ^osina, 

woraus folgt, bafi bie SBurfweite audgebrücft wirb burc^: 

SVosin a cos « . Vq sin 2a 

— ^ ober -2 

9 9 

unb bie ar6#te SBurfweite bei un\)eränberter anfinglidt^er ®e* 
fdj^winbtgfeit V» tnt\ptiäft folglidj) 2a =90« ober a=45*. 
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Yti<bnt<ff ber Zan^tnÜctU utib StotmaHomponeatni ber hmtßtnbfu itraft 

§. 19. SBenn mön bic Straft F / xocl(i)z bic ©ewegung beJ 
Äftrperö tjcrinbcrt in einem beliebigen Äugenblicfe ber Bewegung 
In itt)ei anbere jerlegt, wovon bie eine naä) ber 9iid>tun3 bcrSe« 
fdbwinbigfeit, b. 1[). nuclE) ber SSöngente an ber SErajeftorie unb bie 
^1^ önbere nöc^ einer baraiif fenfrecbten p^ in ber SRorrriatebene bie« 
fer iturve liegenben Sti^tun^ wirft; fo erbitt nlön jtref Äom})o« 
ntnten, welche xu ben glementen ber ©ewegung beö Äorper«, 
b. IS), ii« feinem ®evi>id)U unb ju ben ©roßen, wetd^c bie ®r6ge 
unb StidS)tung feiner ©efdE^winbigfeit auöbrucfen, in fel^r einfachen 
fi3eiie]^itngen flel()en. 

Um biefe Stetationen 5U cxl^alUn, wollen wir bie (Stetd^ungen 
(A) in §. 17 mit - multipliciren, bamit fte ni6)t mel&r (Sleid^ijei* 

fen jwifd()en gangen, welcbe ®efc^winbia!et»junal)men meffen, 
au6brutfen/ fonbern ®Ie{4)ll^eiten )wif^en Jiräften, weld^e in Silo^ 
grammen aujgebrudt ftnb. ^ierbur^ ergibt ftd): 

--T =Fcosa, --- = Fcosö, ~-7=Fcosr. 
$ dt g dt ^' g dt * 

SBenn o bie ®efd)winbigfeit beS materiellen 9)unfte« «nb 
dt ben in bem Seitelemente dt befc^riebenen unenblic^ lUintn 
•^turoenbogen bejeic^net; fo l)at man: 



dt 
''=Jt' 



unb }u gleiclier Ztitx 



dx dy dz 

U^^-r^f rrs-p®, 10=--©/ 
dA d$ ' ds 

weil £, ^, -£ bie ÄoftnuS ber 5Binfel ftnb, wetd&e bte W^' 

tung beS Elemente« ds ober bie ber ®efd)winbigfeit o mit ben 
J(oorbinatenaren bilbet. @ub{lituirt man biefe SBert{)e in bie 
obigen ©leid^ungen un> entwidPelt bie 3(u§bräcfe t>on du, dv, dn> 
na^ ben Siegeln ber ©ifferenjialred^nung, fo finbet man: 

d(-) 

g ds dt g dt 

dm 

g d$ dt * g dt ^' 



— 27 — 

g d$ dt ^ g dt ' ' 

ds 

o%er n>enn man dt loermoge ber Slelation ^= j^ aud ben smetten 
©Hebern ber erjien ail&eile biefer legten ©leidf^ungen eltmtnirt: 



» 

^ «.=] 



g ds dt ^ g ds ^ 

£±!^ + lL_Wa,.=Fcosy. 

g ds dt ^ g ds ' 

SBenn a, 6, c bte SBInfel bejeidj^nen/ weld&c bie ©efdS^winbigfeit » 
ober baä Äurt)enetement ds ober enblid^ bie aiöngente ber Zta- 
jeftorie mit ben Äoorbinatenaicen bilbet, fo l^at man: 

dx dy . lis 

^:=cosa/ -f=cosa, -r=^cosc. 

ds ds ds 

©enft man \iä) mm burd) ben TCnfangSpunft ber Äoorbinaten 
eine gerabe Unk, »eld^e fic^ fo um biefen 9)unft brebet, bag fie 
beftinbig ju ber ©efd^winbigfett beS materiellen ?)itnfte8 ober ju 
ber aiangente ber oon bemfetben befd^riebenen Äuroc parallel ift; 
fo ftnb bie Äoorbinaten eineö in ber ©ntfernung r auf biefer ge« 
raben 8tnie oom ÄnfangSpunf te liegenben ^unf teä refp. : 

rcosa, rcosfc, rcosc, 

unb wenn man r = 1 fe^t, fo ftnb biefe Äoorbinaten offenbar : 

dx dy dz 

costtf cosb, cosc, ober^/ ^/ ^. 

S^iefer geometrifc{)e ?)unft befdbreibt in ber unenblid^ Keinen 
Seit dt einen unenblicl^ Keinen SSogen d^, weld^er mit ben bei^ 
ben fucceffttjen Sagen ber ju ber Tangente parallelen geraben Sinie 
eint Sbene beftimmt, bie ju ber ebene parallel ift, worin bie bei« 
ben fucceffit)en SKangenten ber oon bem bemeglid^en 9>unfte bt^ 
fd^^riebenen ^uroe liegen/ unb n)elc^e bie £)$rulatton6« ober 
^rümmungöebene genannt n)irb/ unb auferbem fann ber 
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IBogen d^ aI9 auf ben geraben Stnten \mtxei^t bttta6}tet wethtn, 
toel^e burc^ ben TCnfangSpunft paxaUd ju ben betben aufetnanber 
folgenben Stanqenten gejogen ftnb. 

2)a bte ^rojeftionen bed S^ogenS d^ auf bie itoorbtnaten« 
aren ntdt)tö anberd ftnb/ alS bie unenblic^ Keinen 3un>ai^fe ber 
JKoorbinaten cos.a/ eoa.b, cos.c bei ^unfted/ tt>elc|>er btefni 
Sogen befdi^reibt; fo n>erben fte offenbar audgebrticft burc^ : 

d.(coBä), d.(cos6)/ <i(co8c)/ 

ober : 



*(x)- "ity *(S) 



iBe)eid()nen a(fo l, m, n bie SESintel/ xozld)t biefer S3ogen ifi^/ b- ^• 
bie in ber JtrümmungSebene liegenbe SKormale ber Surt>e mit 
ben Jtoorbinatenaren bilbet/ unb man betrachtet biefen fßogm ali 
von ber erften Xangente gegen bie ixotiu Qcxi^ut*), fo f)at man: 

d. r — J = cos l . dl)/, d. r~^ j = cos m . dij// d. (^ = cos n . d^Jl 

©ubftituirt man biefe SBertbe in bie tjor^ergelj^enben (Sleidbungen, 
unb fefet in ben erjlen ©Hebern refp. cos.a, cos. 6, cos.c fär 

bie SSerl()dltnifre j;^ "£' ^i \o fommt: 

P ^^ I PCO* dtp , — 

-— .cos a+ - — ■T-cos/ = Fcosa, 

g dt g dt 

--7- .COS 6 + '^ — -7-co8m=Fcosp, 

g dt ' g ds 

p dta , pco^ diu ^ 

~-7-.cosc+ ' — T cosn=Fcosy, 

g dt ' g dt 

unb wenn man fidf )n>ei Jtrdfte: 

bett!t, fo nel^men bie legten ®(eid()ungen folgenbe Sorm an: 



*) SBenn n&mltd^ MT, TM' (ffig. 7 unb 8) bie beiben fuccef|tt>en Sangenteni 
Oifi, Om' bie burd^ ben 2Cnfangdpun!t aebenben ^arattelen ju benfelSett/ 
unb fiNfi' ber (Bogen dt/ß {!nb : fo muf btefer Sogen immer von ber erften 
Sangentc gegen bie itotxtt ober üon ber erften ^arafltele Om gegen bie 
iweite Om' b. ^. oon m gegen m' ge^d^U werben. 
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Pcosa-f-Qcos /=Fco8a^ 
Pco86-f'Qcosi}i= Fcos/9/ 
Pcosc 4-Qcosn= Fcosy. 

TCuöbiefen ®U\d)\xnatn folgt offenbar; bog bicJtraft F, xotU 
dye feie ^Bewegung be§ ic6rper6 ober bcö materiellen fünfte« l^et« 
>oorbringt/ aW bje Sfefultante (§. 16) ber beiben drifte P unb Q 
betrad)tet werben fann, wot^on bte eine mit ben Äoorbinatenaj:en 
btc SBinlel a, b, c hübet, alfo nadb ber 3:angente ber 2;raieftorte 
Qeri^ut i^ unb in bem ©inne ber ®efcl^n>inbigfeit6iunal)me d« 
wirft/ watirenb bie anbere Q bie SBinfel l, m, n mit ben^oorbt' 
natenaren bilbet/ unb folglich nai^ bem weiter oben @efagten nad^ 
ber in ber ÄrummungSebene auf ber fonfat^en ©eite ber Äur^e 

3 exogenen 92ormale ber ^^rajeftorie gerid^tet ij!. Siefe beiben 
trifte werben refp. bie Slangential^^ unb Slormalfompo* 
nenten ber bewegcnben Äraft genannt , unb man fann fic^ im^ 
mer t>or{!eUen/ baß bie S3ewegung be^ materiellen 9)unfte6 burc^ 
bie gtet4)ieit{ge SBirfung biefer beiben Gräfte I)erüorgebracbt wirb. 

jDie in bem Äuöbrucfe ber SRormalfomponente »orfommenbe 
®r6ße -jj; wirb bie Krümmung genannt, unb eS lagt ficb W4)t 

jcigen/ baß ^7"^ " '^^' ^^"" P ^^^ Ärummungöb^lbmefs 
fet bejeicbnet *). ^an fann alfo fagen: baß bie SBormalfompo« 
nente ber bewegenben Äraft, wenn fte wabrenb einer ©efunbe hti 
unt>erinberter ^idbtung unb Sntenjit^t auf ben materiellen 9)unft 
toirfte, bemfelben einen ©efcbwinbigfeit^juwac^)« ertbeilen würbe, 
xotM^tx bem $robufte au^ bem £luabrate ber ©efd^winbigfeit « 

unb mf> ber Ärummung ^ ober ben Äuotienten au8 bem fCim^ 
brate ber @efd()Winbigfeit o unb bem £rummung§l)albme{fer 
glei^) t{l. 

®a baö @ewid()t p beö Äorperö ober materiellen ?)unfte6 
in Kilogrammen auSgebrüdft ijl, unb ©, ^r, p gangen au§brücfen, 
welche auf biefetbe @in()eit, baö SReter, bejogen werben, fo brücft 



♦) jDenn e« feien MM' = cf*, mm' = (lv; (gtg. 9), MC, M'C jttjei fuccffHw 
9lormalen unb Om, Om' jwet bur(t) ben TCnfanggpunft au ben birfrn 
9tormalen fntfprec^enben Tangenten aegogcnen ^axaUtUiXf we(d)e auf 
tiefen 9lormalen fen(red)t ftnb, unb MC=:M'C, fo baf bie beiben SSoacn 
<f#, dy^ aU 3toci dbnlid)e Jtceiöboaen betrad)tet werben !6nnen; fo bat 
man MM' : mm' = MC : Om. Sa aber MC = p ber Jerümmunde^albmeffer 
unb Oms=l ift, fo ^at man; 



dyß 1 

ds:dyß:ss p • 1, folglich — = — . 
dt p 
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p — offenbar ber SBertlS) ben Slormalfomponcnte ber bewegenben 

Jtroft in ÄHogrammen öuö. 

SBaS bie S^angenttalfraft anlangt/ fo würbe fte, n>enn fte 
wd^renb einer ©efunbe bei unverdnberter 3ntenfitdt unb Stidf^tung 
auf ben materiellen ?)unft wirfte, bemfelben einen ©efc^winbig^ 

leitejuwac^« = — ertljeilen, b. ^. bie ®r6fie ber ©efd^winbigfeit 

genau um ebenfot)ie( Derdnbern^ n>ie wenn bie SSetoeQUttQ ge^ 
rablinig »ire (§. 10). 

§. 20. ÜRan fann bie Xußbräcfe ber tangential « unb ^op 
malfom^onenten P/ Q ber bewegenben Jtraft aud) nod^ auf eine 
anbere SBeife txf^alUn. 3)enn nad) §. 17 übt txne Straft auf 
einen in Bewegung befinblicben Ä6rper biefelbe SEBirfung au^, 
wie auf benfelben rul^enben Äorper, unb wenn ftc^ ein Äorpet 
unter ber SBirfung mel()rerer Gräfte bewegt; fo wirft jebc berfel- 
ben unabl^angig t)on ben übrigen, unb ertl^eilt bem Stbvpev in 
if)xzx eigenen 9cicl)tung biefetbe ®efd()winbig!eit§5unabme, alö wenn 
fie allein wirf te. »g^ierauS unb au8 ber JRegel für bie äufammen^ 
fefeung ber ÄrSfte (§. 14) ergibt ^d) lei*t, baß, tvenn iwei 
Ärifte P unb Q wabrenb ber fel)r f leinen Seit dt auf einen j'n 
^Bewegung befinblid^en materiellen 9)unft wirfen, fo baß fie wa^' 
renb biefer Seit dt alS fonflant betrad^tet werben fonnen, jebc 
biefer beiben drifte bem materiellen ?)unfte in ibrer eigenen flZic^' 
tung eine ®efcl)winbigfeit§junal)me ertl^eilt, welche ber 2)auer dt 
tbrer SBirfung unb ibrer Sntenfttdt proportional ift (§. 16), uni 
bie wirfliebe SBerrücfung beS materiellen 9)unfteö am 6nbe bet 
Seit dt wirb burd^ bie britte ©eite eineö 2)reie(feS au^gebrücfr, 
beffen beibe anbern @eiten bie SSerrüdPungen ober S3en>egungen 
auSbrudfen, weldj^e biefer materielle ^^unft in ber Sli4)tung jeber 
ber Ärafte P, Q erfal&ren b<»ben würbe, wenn fie wdbrenb ber^ 
felben Seit einjeln auf benfelben gewirft bitten. 

25a bie Stangentialfraft P in bem Seitintert)alle dt it)ve3ii(S)^- 
tung nur unenbli^ wenig inbert, fo wirft fte wie bei ber gerab* 
linigen ©ewe^ung, unb erjeugt bemnadj) in ibrer 9Jid[)tung einen 
®efc|)winbigfeitSjuwad()S doy weld^er ber ^Relation genügt: 

7 * * 

©a bie Slormalfomponente Q wdl()renb ber unenblidb fleinen 
Seit dt i^rer JRicbtung unb Sntenfttit nad} ebenfalls al§ fonjion^ 
betra(lj)tet werben fann, unb ber materielle 9)unft in biefer Stieb' 
tung feine anfdnglicbe ©efdbwinbigfeit f)at, weil fie auf ber Xta^ 
jeftorie fenfre4)t ift; fo wirb bie JBewegun^ de biefeS ^unfteö in 
ber 9lidf)tung ber Äraft Q t>\xTd) bie SRelation: 
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*^ p 3 

gegeben (§. il). S>a man aber fit ben fi3ogen i2s feine @el^tie 
nebmen tann, xüü6)c bte mittlere |>ro^orttona(e pifdl^en bem 
jDur^mefTer 2p be§ Ärümmungafreife« unb bem TCbfc^nitte d$ 
beffelben ift; fo f)at man: 

ds^=2p.d€, 

unb wenn man de )n>if(ben biefen beiben ®(ei(bungen tUminirt/ 
fo erbalt man: 

rft»_ £^ 
2p- ^?2 ' 



folglich: 



9 9 9 9 ' 



welcbeS berfelbe SBertb iff/ wie ber üorberge{)enbe 

Suweilen gibt man bem 2Cu§brurfe ber 9lormalfom})onente 
eine anbere^orm^ inbem man ben93ogen d^, ober ben t)on jn^ei 
aufeinanber folaenben Sangenten gebilbeten äSinfel barin beibe^ 
bÄIt, unb bie ^Relationen: 

^ — 1 o— ~ 0=' — 
ds p ' rf« ' ^ 7 P 

geben ju biefem äwerfe fofort: 

SBenn man ftcb wie im §. 19 burcb einen fejlen 9>unft eine 
gerabe ginie gebogen benft, n>el4)e ftcb um biefen ?)unft fo bre« 
9et, baß fte bejtinbig ju ber Slicbtung ber ©efcbwinbigfeit &, b 
b. JU ber Sangente oer üon bem materiellen ?)unfte befcbriebenen 
iturt>e parallel ift/ unb man nimmt auf biefer geraben Sinie einen 
^unft, welcher t>on bem feften 9)un!te um bie gangeneinbeit ent» 
femt ijl ; fo befcbreibt biefer 9)unf t in ber Seit dt einen fteinen 

diiß 

IBogen dl)/ unb feine ©efcbwinbigfeit wirb fotglicb burcb -j^ äu8« 

Jebrudft 5SRan fann biefe ®r6ße bie JKotation^^ ober SB in« 
elgefcbwinbigfeit ber Tangente ober ber ®efcbn>inbia{eit & 
nennen/ unb Dermittelfl biefer ®r6fe Ih^t fi^ bie SRormalfraft Q 
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(ei4)t auSbrucfeit/ n>ei(. xotnn btefe Jtraft bet unt)etinbeter ffliip 
tung unb Sntenfitat wabrenb einer (Sefunbe auf ben materUUtu 
9unft wittte, fte bemfetben eine ®ef(^n)inbiafett$}una|^me ert^ei' 
len xoüxU, weld)t bem 9)tobu!te auö ber Sefd^^n^inbigfett o unk 
bet 9Btn(e(gefd)n)inbig(ett berfetben gleich wart. 

mf^uni bie aufeinanber Unfud>Un StompcntnUn^ -^ unt 

p Cd' 

*— ref)) bie Xangial« unb Slormalfraft genannt tvetbin, 

loirb bie itraft F; toel(i)e tbre Stefultante ifi/ unb immer bte Sit- 
fuUante aM alten auf ben ben^eglid^en materieOen 9vintt tüixtm 
ben iirdfte fein mu% bie Xotalfraft genannt. 

Betoegung etneö matedeEcn yunfteft nadji einer gegebenen ihirt^e. 

§.21. SBir TOoKen unö l()ier bei ben 3fnn>enbungen ber ^op 
^ergebenben So^nt^^^n auf bte 93efiimmuna ber S3en>egung einet 
Xbxpex^ ober materieUen ?)unfte§/ auf weldp»en eine gegebene Ärafl 
mirft^ nicbt aufbalten^ meit biefe Aufgabe in ber tecbnifd^^en ÜRe« 
öi)amt, mel^e ben f))ecieaen ®egenftanb bed oorliegenben SSievfrt 
bilbet, wenig ^Cnwenbung finbet, unb wir »otten un6 balb^i^ biot 
mit ber Aufgabe befcbiftigen: bie jBewegung zim^ fi^ 
nacb einer gegebenen Äuroe be»egenben matertellen 
9)unfteö, unb namentli^cb ben2)rucf/ welcben berfelbe 
gegen biefe ^ur\)e ausübt, }u beßimmen. 

3u biefem äwerfe muffen wir junadbfi einen ©rfabrung^fafe 
in Erinnerung bringen , welcher ficb auf bie gegenfeitige &nwip 
fung jweier einanber berübrenber Äorper bejiebt, unb gen)6bnK(^ 
baburcb furj auögebrücft wirb, baß man fagt: bie SBirfunj 
fei ber ®egenwir!ung QUid) unb entgegengefefet; 
aber barin bejlebt, baß, wenn einer t)on jwei einanber berubrenbcn 
JtSrpern nacb einer gewiffen JRicbtung auf ben anbern einen X>rud 
ober eine ^raft F auöubt, biefer jweite Mxptx auf ben erjlen 
nacb einer gerabe entgegengefel^ten JRicbtung benfelben ®rucf ober 
biefelbe Äraft ausübt. 

3Diefer @afe bilbet gewiffermaßen bie ©runblage ber ganjen 
tecbnifcben SRecbanif; benn berfelbe fommt überall ba jurJuiwem 
bung, wo man nicbt blo^ bie S3ewegung eined einjelnen Mtpexi, 
fonbern bie jweier ober mcbrerer mit einanber in feerubrung (te* 
benber iE6rper betracbtct. 2)iefcr ©runbfafe fann nicbt bto« bireft 
burcb baö ©rperiment alS ricbtig bargetban werben, fonbern ber^ 
felbe wirb aucb inbiref t baburcb beflitigt, baß bie beoba^teten Qp 
fcbeinunaen mit ben ©efeften ubereinjlimmen, welcbe auS ben auf 
biefem Srunbfa^e berubenben S^b^^tien abgeleitet werben. 

SBir wollen nun feben, wie man mit •g)ulfe biefeö ©runbfa- 

JeS ben 2)rucf beftimmen fann, welcben ein ftcb lanad einer 
^uroe bewegenber materieller 9)un(t auf biefe ^un)e ausübt Si 
bejeiebne F bie ieben SCugenblicf auf biefen materiellen 9mtt 
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»trfenbe Ätöft, fo würbe > bö jte tm ^TUgememen md)t na^ bet 
Stii^tmi ber Slangente ber ju bcfcbrcibenben Äurt)c wirft, wenn 
fic oUeln auf ben materiellen §)tinft wirfte, berfelbe aucb eine an» 
bere SSaf)n ober Xröjeftorie befcl[^reiben. Mein ber £)riirf, weldj^en 
bte gegebene Äurtje auf ben materiellen ?>unft ausübt, fann ald 
eine jweite Äraft betradf^tet werben, weldS^e mit ber erjten sufam« 
mengefe|t, eine Stefultante R gibt, burcb welche bie ISeweguna 
be$ materiellen ?)unfteS b«tt)or0ebracbt wirb. 55iefe Äraft R mu| 
folglich fo befcbaffen fein, baß \i)xe SRormalfomponente imd): 

p co' 
9 9 

auSgebrüdft wirb, wo a> bie ®ef(l()winbigfeit be« materiellen ?)unf* 
te§ auf ber gegebenen Äuroe unb p ben Ä:rummungSI()albmefl'er 
btefer ^urt^e be}eid[)net. 

IBetracbten wir junad^ft ben ^aU, wo bie gegebene iCun^c 
eben if[ unb bie Äraft F in ber gbene biefer Äurtje wirft; fo 
nabett fid^ bie 9iidf)tung, nai) welcher ber SQSiberjlanb ber Äurtoe 
auf ben materiellen $unft wirft, ber Sficbtung ber 9iormale bie« 
fer Smt>e um fo melf)r, je geringer bie JReibung ifl, unb wir wol^ 
len baber bei biefen tbeoretifd^en S3etrad[)tungen annebmen, ba^ 
biefe 9ieibung DoHig 9?ull, ober baß bie SEBirfung ber Äuroe auf 
ben materiellen 9>unft ^enau nad^ ber Normale geridS)tet fei. SBir 
n>ollen biefe Äraft mit N bejeid^nen, fo liegt biefelbe, wie bie 
SBirfung ber Äurt)e auf ben materiellen 9)ünf t in ber @bene biefer 
Äunje, unb bie SQ8irfung beS materiellen ?)unfteS auf bie Äuroe, 
ober ber auf biefe Äurt>e ausgeübte 25ru(f iji ber Äraft N gteicb 
unb entgegengefel^t. 2)ie 92ormalfomponente ber 3:otalfraft R 
befielt an^ ber Äraft N unb ber 9lormalfomj)onente ber Äraft 
F, fo baß N bie 25ifferenj jwifc^en ber 9lormalfom^>onente t>on 

' p ca' 

R= - . — unb ber t)on F ijl. 

SBenn man ftatt ber auf ben materiellen 9)unft wirfenben 
Äraft^ bie gleidf)e unb entgegengefefete Äraft, ober ben auf bie 
Äun>e ausgeübten ©rucf betrarf)tet, unb bie ber Slormalfompojs 

nente t)on R, ndmlid^ ^, entgegengefefete Äraft bie Sentrifu« 

9? 

galfraft nennt: fo ergibt ftdf), baß ber £)rucf N bie Summe 
auS ber Kormalfomponente t)on F unb ber Sentrifugalfraft ijl, 
wo biefe ©umme übrigens eine wirfliebe 2)ifferenx werben 
fann, wenn bie Slormalfomponente ber bewegenben Äraft F mit 
ber Gentrifugalfraft naä) entgegengefefetem ©inne wirft. 

aSJenn bie gegebene J:uroe t)on boppelter Ärummunjj 
ijl unb bie Äraft F i)at eine beliebige SRid^tung, fo fann ber SBis 
berftanb N feiner SWatur nad^ nur nad) einer in ber Slormalebene 
liegenben S?idE)tuna wirfen. SBenn feine Sleibung ftatt fmbet, fo 
»irfen auf ben beweglidj^en 9)unft nur bie beiben Ärafte N, F 

3 
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ttnb bie Stcfultante berfelben tfl bie toeiUx oben mit R btitid^tuU 
Straft £>ie 9tormaIfom))onente biefer testen iCraft wirb triebet 

burd^ — öu69ebrü(ft/ wo p ben itrfimntungölSialbmeffet ber gegc« 

benen SCnvoc bejetcbnet/ unb nad) ber S^l^eode ber Sufammem 
fel^uns ber iCräfte mufi bie in ber SRormalebene (tegenbe Aompü^ 

nmU — \>on R bie JRefultante ou« ber Äraft N unb ber tn bie^ 

fer (Sbene lieaenben iComponente t^on F fein, ^immt man nun, 
wie Dorl&in, jtatt ber Komponente t)on R bie nacb entgegenaefe^- 
ter Slicbtung wirfenbe gleiche Jtraft, b. b- bie Sentrtfugaffroft, 
unb jltttt ber Ärafr N bie gleiche unb entgegengefe^te Äraft ober 
ben auf bie Jturoe ausgeübten 35ru(f ; fo ergibt ^d), baf biefer 
jDrud! bie Slefultante auS ber iRormalfomponente oon F tinb ber 
Sentrifugalfraft ijl. 

SSenn Steibung jlatt ftnbet, fo hat ber S^rucf N^ wie man 
f^&ter fel;en wirb/ aucb eine SEangentialfornponente^ welcl^e aH^ 
bann ein bejlimmter Xt)M ber SCefultante aM ben beiben anbern 
Komponenten ifi, fo baß man, wenn man Ite mit ber SEanaential* 
fomponente t>on F toerbinbet/ wie üor^in, bie Äangentiaffompo* 
nente t>on R, unb folglich baS ®efe^ ber SSewegung be§ matt^ i 
rfeUen 9)unfte« auf ber Äurtoe erbilt. ' 

§. 22. fi3ei ben 3(nwenbungen auf SRafcbinen f)at man faft 
nur bie Bewegung eine« materiellen §)un!te8 im Jtreife jti be^ 
trad^tcn, unb wir wollen un§ baljer einen Kirper benfen, welcher 
ftd) um eine fejle 2Cre brel&et, womit berfelbe imd) eine tJoUfom^ 
men ftarre ©tange, ober t>utÄ irgenb einen anbern jlarren K5rper 
))erbunben x% unb bie Kraft )U bejiimmen fuc^en, welche wd^renb 
ber ^Bewegung auf biefe ©tange wirft 

Um bie ^Begriffe beffer ju firircn, wotten wir annehmen, bag 
bie Tlxc, um welche ficb berKSrper brebet, borijontal fei/ unb 
folglid) ber befd)riebene Äreiö in einer SJertifalebene liegt. @8 
bejeid^ne p ben ^^albmeffer biefeß KreifeS, fo iji bie Kraft, tt>el« 
d)^t bie Stange wiberjleben muß, nid^tS anberö, al§ ber \)orbin 
erwäl&nte auf bie Kunje ausgeübte 25rucf , unb folglich bie JReful^ 

«CO* 

tante au8 ber Sentrifugalfraft — unb au8 ber 5Wormalfompo^ 

nente beS ®tmd)te^ p beS Körpers. SSBenn alfo a ben fpi^en 
SBinfel bejeicbnet/ welchen baS Clement beS befcbriebenen KreifeS 
mit ber Ssertifale bilbet; fo wirb berS)rudf in bem untern ^alb« 
f reife burd^: 

-.— 4-psina/ ober »(— +sina)/ 

itnb ber in bem obern ^albf reife burd^: 
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auögcbrurft. SBenn bcr Äirper ober materiette §)unft ben tief* 
ften, ober "^hö^ften^vintt beöÄretfeö erreid()t, fowtrb sina = 1 
«nb bie t>orl()erge^enben ÄuJbriirfe »erwanbeln fi(^ al6bann in 
folgenbe: 

unb wenn ber lefete XuWrucf negatit) ift, fo mxtt auf bie 
@tange flatt einer Sngfraft in bem ©inne ber ßentrifugal* 
froft nod^ entgegengefeiltem Sinne eine J)ru(ffraft, wobutc^^ 
btefelbe gegen bie Are gebröcft wirb. 2)iefe J)rucffröfte werben, 
n>te baS ®en)i(^t p beS «Körper^ in iCilogrammen auSgebrädt. 

SBenn ber Mxpet »il&renb feinet ^erabjleigen^ üon ber mitt« 
letPtt ^h\)e bi§ ju bem tiefffen ^nnfte be« ÄreifeS, b. IS^. t)on ber 
^o^e p, bie ©efdfjwinbigfeit o erlangt, unb man will bie ©pan? 
nung ber Stange, weld^e benfelben mit ber ©rebung^are üerbin«^ 
bet/ in bem JCugenblicfe feiner tiefjien 8age l)aben; fo brandet 

CO* 

man na^ §.11 nur ^ = p ju feigen, woburd) man biefeSpan« 

nun^ =3p erl;dtt. 2>er t)on ber (Sentrifugalfraft l()erru]()renbe 
ailbeit biefer Spannung ift =2p, unb wenn man baju ba6 ®e« 
wic^t p be» Äorper^ abbirt; fo erl)dlt man bie ©efammtfpan« 
nung =3p. 

^mdp bcx a;ran6miffton obet gottpflanjung btx Zxhcxt 
bei ber SSetoegung eines ntatetieUen §)unfte6. 

§. 23. SBir wollen annehmen, ba|l auf einen materiellen 
?)unft eine beliebige Än^l^l t>on Äraften nad) t)erfdS)iebenen dticl^f 
tungen wirfen. SJenn r bie SJefultante au§ biefen Gräften in 
einem beliebigen 2(ugenbli(fe ber JBewegun^, p ba§ ©ewic^t be« 
materiellen fünfte«, o bi.e ©efcbwinbigfett beffelben itnb 8 ben 
SBinfel bejeid^net, welchen bie Siid^tung biefer ©efdj^winbigfeit mit 
ber 9lidf)tung ber fRefultante F bilbet; fo l^at man naä) §. 19 unb 
§. 20 jwifd^en biefer ©ef(lf)winbigfeit unb ber aJangentialfompo* 
nente ber Äraft F bie SRelation: 

Fcos8=-.— , 

9 dt 

toel6)z fowol^l ffir bie 3eici!)en, wie für bie 3Äl^lenwert()e <latt fin« 
bet, weil wenn 8 ftumpf unb folgli^^ cos» negatio ift, bie San« 
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genHdIfomponente Fcosi^ )u gleichet Seit eine ®efc^n){nbtgfet» 
abnähme bewirft/ fo bag md) d(o negativ iß. 

fl9etra(|)ten wir nun tie iträfte/ beren Siefultante F ift, |^ 
bilben baraud pei (Sruppen^ n>ot>on bie erfte btejenigen en^ 
beren SEangenttalfomponenten in bem ®inne ber ®ef(l^ti>inbi^ 
m xoxtUn, mib^enb bie gweite @rup))e bie Sx&^te entf)&lt, \>m 
SangenttaIFom))onenten nai) entge^engefe^tem @tnne tvtrfeii;fi 
liaben wir nacb §. 16/ wenn SP btc ©umme ber crften unb ZP 
bie ber ^weiten Qvxppt üon iCom))onenten UiH^net, bie 8» 
lation: 

2P-XF«=Fco88/ 

meiere fowol^I fix bie Seieben / wie für bie Sablentrert^ ftM 
f nbet. S3erm(ge biefer beiben legten (Sleidj^ungen ffat man folf 
lidf immer: 

ßenn d$ ben xmenblidb Keinen JBogen beuic^net/ weldben ber 6p 
trad^tete materielle 9)iinft in bem unenblic^) Weinen Seitelemenft 
df befc^reibt/ fo er^It man, wenn man beibe Z1)üU ber W» 
QSIeicbung mit ds multi)>licirt : 

§ dt g dt 

ds 

ober wenn man bemerft/ baf jj- = o ijl: 

ZPcfo — ZP'd* = 2. . odo. 
9 

SBenn man bie beiben SEbeife biefer legten ©leicbting ^wifd^en ben 
©renjen integrirt, weld^e ixcti beliebigen Sagen beS beweglicj^«' 
fünftes entfprecben / fo f)at man, wenn sq, si unb oq, &i reff 
bie biefen Sagen entfprecbenben/ t)on einem fejien 9)unfte au« i^ 
iitflUn fiSogen ber SCrajeftorie unb (Sefcbwinbigfeit be)ei4)nen: 

Um aber bie JBebeutung biefer (Steigung unb bie barau« fliefen« 
ben Folgerungen auf eine einfache unb tlare Sßeife auSbräcfen )tt 
fftnnen, ijl eS burcbauS notbwenbig/ Dörfer einige neue flSenen^ 
nungen unb ^Definitionen anzugeben. 
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§. 24 es bejetd^ne F eine beliebige Jtraft/ totU^e ouf einen 
tix^tlmn ttiaterieUen 9)unft, ober auf einen ju einem S^fteme, 
beffcn SBcweguna axid) nodf) »on t)ielen anbern Ärdften alö F ber« 
culb^^n fann/ gehörigen materiellen ?)unft wirft äSenn bie Slidb« 
tung bicfcr Äraft mit ber JRicbtung ber ®efcbn?inbigfeit De« be« 
tradbteten materiellen $un!te§ einen fpi^en SSSinfel bilbet/ unb 
biefe Äraft folglicb biefe ©efcbwinbigfeit ju t)ergr6^ern prebt; 
fo wollen wir fie eine JBewegungSfroft nennen; aber wenn 
il^re Sfti4>tung mit ber ber ©efc^winbigfeit beö materiellen ^ixnU 
te§ einen ftumpfen SBinfcl bilbet^ unb fie fotglidj) biefe ©e« 
fd^winbigfeit ju öerminbern ftrebt, fo wollen wir fte eine SBi* 
bertlanbSfraft nennen, ^iernad) entfpricbt bie ©umme XP 
ben aSewegungö- unb bie ©umme 2P' ben SBiberftanböfraften. 

2>a§ Sntegral fPds , woDon jebeS ©lement Pd* baS ?)ro« 

buft aus ber Sangentialfomponente einer Äraft F unb auö bem 

t)on ibtem 2Cnarippunfte befcbriebenen unenblicb Keinen S5oge» 

ds ifl, wirb bie biefer Äraft F entfpre^enbe Quantität TLv 

beit unb ba6 9)robuft Pd* baS berfelben Äraft entfprecbenbe 

Slcment ber Arbeit genannt. SBenn bie Äraft F eine JBe* 

YDeguna^fraft ift, fo wirb aucb bie ibr entfprecbenbe ZtbtxtfVdM 

93en>egung§arbeit/ unb wenn biefe Äraft eine SBiber jtanbö'' 

traft tfl, fo wirb aucb bie entfprecbenbe Arbeit SBiberflanbö* 

axh^xt genannt. 

2)a6 3Crbeit8element Vds fann audf) m^ einem anbern ®u 
ft<3bt§^unlte betradbtet werben; benn wenn ^ ben SBinfel bejeid^^ 
net, welchen bie Mid^tung beö 6lemente6 ds mit ber 9ii4>tung 
ber auf ben materiellen Dunf t wirfenben Äraft F , beren SCan« 
gentialfomponente P ijl, bilbet; fo bot man: 

P=Fcos8, folglid) Vds=YcoBiM. 

9lun ift aber ba§ ?)robuft cosS.d« offenbar nicbtS anber«^ 
a\% bie 9)roie!tion t)on ds auf bie Sticbtung ber Äraft F^ unb 
wenn man folglicb biefe 9)rojeftion mit df bejeicbnet; fo bat 
man: 

Vds—Ydf, unb folglich /P<fo=/Fd/: 

;Die Arbeit /Pd« wirb alfo aval^ burdb baö Sntegral fVdf 
auSgcbrüdt, welcbeS auö einer ©umme t)on dementen Vdf be« 
tlebt, wot)on jebed baS ^robuft auö jebem SBertbe ber Äraft F 
unb ber ^rojection df be§ unenblicb kleinen SSogenS ds auf bie 
Ridbtung biefer Äraft iji. 

§. 25. 2CuS ber 25effnition ber Arbeit ober be« 2trbeit«ele« 
mented fol^t unmittelbar/ ba^ man bei ber IBejfimmung biefet 
(Srogen fiatt ber Quantität Ttrbeit einer Äraft bie ©umme ber 
Quantitäten 2Crbeit ibrer Äomponenten nebmen fann, unb ebenfp 
tann man für baS einem unenbli^i flefnen fiSogen ds entfpre« 
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c^be Xrbetrtetement bic Summe ber ben |)roieftionen btefe« 
gend auf \)erfcl^tebene Sttc^tungen entfpred^enben Tlxbeit^elemtn», 
b. f). feine Komponenten naä) ben üerfcbtebenen Sltd^tungen ii# 
men. £enn nad) §. 16 ift bie 9)ro]eftion ber Stzfultantt (M 
einem ©pfteme t)on Äriften, n)eld()e na(^ t>etfc^iebenen SHidytun^tn 
auf benfelben materieUen $unft mitten/ auf eine beliebige gerabe 
ginie immer bie algebraif^^e @umme ber ?>roieftionen ber Stotas 
ponenten auf biefelbe gerabe ginie. SBenn man folgtidb bte SCtc^ 
tung be6 JBogen* ds jur ?>roief tion*are nimmt unb bic fhrojeWo^ 
nen ber Komponenten t?on P auf biefe Xye mit Pi, Pi, P3 elc 
be^eicbnet; fo ^at man: 

P = Pi+P2+Pa + etc., 

folglich: 

fPds^fP.ds +fV2ds +/Ps&+ etc. , 

n>eld;)e ®(ei(bung bie erjie ber env^bnten Xran^formattonen auS^ 
brücft. 

3)e6gleicben, wenn ^1/ 82/ *«/ etc. bie SBinfel bejeic^nen, 
»elcbe bie ?)rojeftionen ober Komponenten ds^, ds^, ds^, etc. 
be6 unenbli^ fleinen äöogenö ds mit ber JRicbtung ber Äraft F 
bilben; fo b^t man^ wenn man biefen Sogen unb feine Kom)>0' 
nenten auf bie SRidf^tung ber Kraft F projicirt, bie ©leicbung : 

djf = cos i.ds = cos ^1 ,d8i + cos 82.^*2 + cos ^^.ds^ + etc. f 

folglicb: 

f^df—fV cos iidsi +/F cos »2^*2 +/F cos iids^ + etc. , 

ttelcbe bie jweite ber angefubrten Stranöformationen au«btu(ft/ 
»eil iebe« ®lieb beö jweiten STbeileö bie Quantität Arbeit m»^ 
brfidft/ toilijz man erbalten würbe, wenn ber materielle ^hxtdt, 
auf welchen bie Kraft F wirft, ben in biefem ©liebe atö Saftor 
loorfommenben Keinen äBogen befd()riebe. 

iBSenn alfo X, Y, Z bie Komponenten ber Kraft F nad^ 
brei recbTtwinMigen Äyen, unb dx, dy, dz bie Komponenten ober 
?>roieftionen beö Sogenö ds nacb benfelben ^iicbtun^en bejei<i^* 
nen; fo bot man nadp bem t>orbin ©efagten bie JRelatton: 

P(&=Ff//= Xdr+Ydy+Zdz; 

benn in biefem fjalte ftnb bie ©rftfien F cos »i, F cos »3, 
F cos ^8 nidf)t6 anberö, al6 bie Komponenten X, Y, Z berKra^ 
F/ unb bie Komponenten ds^, ds^, ds^ be$3)ogenö ds ftnb nx^ti 
anberö/ M dx, dy, dz, SSerm6ge ber obigen ©leid^ung fami 
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m<in f0foltdt^ in ben XnSbrucf ber Auanttt^t Hxhtit einer Straft 
iDie 3(rbetMquantitdten einfiii)ten, xoti6)t t)on Komponenten ^emtl^« 
-ren »urben, bie auf fingirte 9)unfte wirfen/ weldj^e jt4>, rote bie 
^rojeftionen be« ?>unfte6 bewegen, worauf biefe Äraft wirft. 

§.26. SBir wotten bie ®r6ge^=p. ^ bie lebenbige 

Jfctaft nennen, unb wir werben fpattx Ut)tn, wie biefe fi3enen< 
fiung burdS^ bie Statur ber babur^j bejeidi^neten ®r6fe geredj^tfet* 
tigt wirb. 

yia^ bem SBorllierselE^enben (dfit ftc() nun leidift ber in bet 
©(eid^ung : 

S A Pcfa-Z n^väs^t^-i^"^ (1) 

entMtene @ag in SSorten auabrucfen, namlid^: baß für eine 
beliebige Sauer ber SSewegung bie 2)ifferenj jwi« 
fd()en ber Sewecjungö- unb SBiberftanböarbeit ber 
auf einen materiellen ?)unft wirfenben Gräfte ber 
äunal^me ber lebenbigen Äraft biefeS ?)unf te« wä^« 
renb berfelben Seit gleid^ ifl. 

SJermittclfl biefer ®ieiclE)ung fann man bie lebenbige Äraft 

2-"be§ beweglid(>en |)unfte6 für einen beliebigen 2(ugenbli(f be* 

Pimmen, wenn man biefelbe für einen anbern 2fugenbli(f fcnnt^ 
unb bie Quantitäten Arbeit für ben entfpred^enben 3eitraum be« 
rect^nen fann, weSi)aIb man biefe ®leid)ung a\\6^ bie ©(eic^ung 
ber lebenbigen Ärifte genannt %at, weldf^e wir bie ®lei* 
c^ung ber Sran^mtffion ober Uebertraguna ber 7(r^ 
beit nennen woQen. Siefe S3enennung wirb ooUjldnoig geredl^t« 
fertigt werben, wenn wir bie t)orl^erge]()enbe ®Iei4)ung auf ein^ 
©^fiem materietter 9)unfte au6bel)nen; aber jie lißt \i6) audj^ 
f(i()on iel^t genugenb red)tfertigen. 

^enn wenn man bie jBewegun^ t^on il^^rem jBeainne bid ju 
ibrem 6nbe, b. 1^. t)on bem 2(ugenblicfe an, wo bie öefc^winbig« 
feit ©0 = war, bi§ ju bem 2Cugenblicfe, wo bie lefete ®ef4>wins 
bigfeit ot=0 wirb, betrad[^tet; fo )^at man: 

2 y^'^Pcfa-S /]'*P'dÄ=Oober 2/^''Pd5=s/]''P'd[«, (2) 

b. % bie {Bewegungdarbett ijl in biefem ^aUe ber SSiberftanbö« 
arbeit gteidf). 9lun fann man ftd() aber t)orftetten, baf bie Kräfte, 
welche bie SBiberjlanbdarbeit benjorbringen, t)on ber SJirfung 
materieUer fünfte l^ertul^ren, bie mit bem betrad)teten in fi3erub« 
ruttg ftelS^en, unb auf wetdje ©rudEfrdfte ausgeübt werben,^ bie 
benen gleid^ unb entgegengefetit ftnb, weld^e fte felbfl ausüben, 
unb beren aotalarbeit » ZfP'ds ift, weldf^e für biefe ?>unfte 
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(Ai S3en>egitng$arbett betrad^tet totxUn muf . Wian fann «Cfo 

faöen: bap bje Arbeit ^fPds ber öuf bcn beweglic^jen |>uiifr 
wabrenb ber ganjen 3)auer ber äSBewegung »irfenbenäSBewegungÖÄ 
trifte ganj auf bie mnterieUen fünfte übertragen wirb, tt>efc|>e 
bie SaSiberftanb^frafte i)ert)orgerufen I)aben. 2(u§ biefem ©eftdtö^ 
l|)unfte betracbtet, fann bie obige ©leic^ung (2) ober bie QSlei^ 
^wng(l)/ woraus fte abgeleitet ijl, bie @lei(bung ber lieber^ 
tragung ober Sortpflanjung ber Tlxhtit genannt »er* 
ben; aber biefe Benennung wirb, wie fc^on bemerft, noc^ befon- 
berS gered^tfertigt werben, wenn wir gejeigt böben werben, wie 
bie ©leid^ung (1) auf ein beliebige« ^pftem materieller fünfte, 
ober auf eine SKafc^jine auSgebebnt werben fann. 

SSenn man bie ©leid^ung ber lebenbigen Jtrifte, ober ber 
Uebertragung ber Arbeit auf ein 3eitintert)aU anwenbet, wetd^eö 
jwifcben bem 2Cugenblicf e, wo ber bewegli(l()e ?)unf t eine ®^toin^ 
oigfeit ß)o i)(^tU, unb bem Äugenbltdfe, worin bie Icfete ®^xoin^ 
bigfeit ö)i=0'ift, liegt, unb annimmt, bafi wibtenb bieJfeS 3eit- 
räume« nur SBiberjlanböfrifte P' wirfen; fo i)at man: 

SBenn nun, wie wir eben bemerft f)abm , bie 2frbeit jVds 
ber SBiberjlanbSfrafte t)on dußern materiellen ?)unften l&errul^tt, 
weld^e ibre Sßirfungen auf ben beweglichen $unft auduben; fo 
l^aben biefe auflem fünfte eine J&uantitat j^ewegung«arbett er« 

IJ alten, welche genau burd[) p. ^ gemeffen wirb. 

©iefe lefete ®r6f e fann folgltdf^ al« ber 2Cu8brutf ber 2Crbeit 
betrachtet werben , wetd()e ein Äorper toon bem ©ewid^te p unb 
ber ®efc|)winbigfeit ©o b^^^orbringen fann, inbem er bi« ju bem 
SrlJfdS^en biefer ®efdf)winbigf eit auf anbere materielle ?)unfte wirft. 

3Ratt f5nnte baber bie ®r5^e p -^ bie biSponible £luantt^ 

tlx Arbeit be« Äorper« nennen, unb man ftebt bcmnadb/ »ä* 
tum einige ©c^riftfieller unb })raftifcl[>e SRed^anifer, welc|)e um 
ter bem 2Cu«brudfe Jtraft baffelbe toerftanben, wa« wir Arbeit 

genannt l^aben, baö ?)robuft p^^lebenbigeÄraft nennen. 

SRelattbe SSetoegund ma> matetieUen |)ttn!ted. 

§. 27. ^iM bie ^Bewegung eine« materiellen 9)unfte« auf 
fefte 3(ren im 9{aume ju belieben, fann e« juweilen erforberlidd 
fein, biefelbe auf Xren ju belieben, weldE)e \\^ xoSi trgenb einer 
©efd^winbigfeit im JRaume fortbewegen, aber babei ibre gegen« 
fettige Sage beibel^alten. 2Cl«bann ftnb bie ©efd^winbtgfeiten be« 
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bevoegU^en |>unfted in Seju^un^ auf btefe Zxtn relative (Se« 
fd^n){nbigf eiten / unb toit n>cUen le^t unterfud^^en/ totl^ Stelatio* 
nen stDifc^en biefen relativen ®ef(^n)inbtg{etten unb ben itriften 
ftatt ftnben. 

@§ feien ^i/ yw zi bie itootbinaten beS beweglichen 9)unfte< 
in SBejiel^ung auf bie brei fejlen redjtwinfligen Tix^n, x, y, z bie 
JCoorbmaten beffelben ^unfted in Sejiebung auf bie ben>eglidl^eii 
redbtwinfligen Ären^ ^, n, i bie Äoorbinaten bed beweglid^en 2Cn* 
fangS)>un(ted in SSe^ielS^ung auf bie fejlen Hxtn, a,b,c\ at,y,c'\ 
af', V\ c" bie Äojtnuö ber SBinfel, welc^^e bie beweglichen Xren' 

mit ben fefien Xren bitben, unb enblid^^ (^<^i)/ bie SSinfel, 

welci^e bie 2(]cen ber ^ unb ber otj , mit einanber bitben \ fo 

l^at man: 

a =cos(au:|), h =cos(yXi), c =::=cos(m:i), 

a'=co8(a:yi), 6' =cos (yjfO; c/rricosCzyi)/ 

o" = cos(arzi)^ 6"=co8(yri), c" = cos(zzi). 

^iefe itoftnud/ fo wie bie itoorbinaten %, ^, ^\>zi beweglidf^en 
XnfangSpunfteö ftnb gunftionen ber 3eit, unb bie befannten gor« 
mein/ wel(l()e bie Slelationen }wifdS^en jwei red[)twinftigen Aoorbt« 
natenf9f(emen audbrucfeu/ geben: 

z,=4+o''^+ft"y+c"z. 

^Differenjirt man biefe ®leid[)ungen in iBe)iel(^ung auf bie 3eit %, 
fo ereilt man: 

^dxx di . da . db . de . di , , dy . ds 

[TT— A + *rfi + »*^+ *ir^^" *+* A+*^ dt- 

SBit woUm bie Äbmponenten ^f ^/ 5^ b<t relatttm ®e* 
fd^tnbtgtdt be« matetielTen ?)unf te8 in S5ejtel&ung ouf bie beweg« 

d»i djii da^ 

li^en «ren ref^». mit «/ v, w «nb bie Äom^jonenten -jj-/ "JJ' ^ 
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ber abrolttten @kf4^n)tnbigfett be{f€(ben in fBejtebung auf bte ft» 
ftmTlxtn mitUi, Vuw^ bejeic|)nen. ferner feien «,/»«/»« bie ano« 
logen itomyonenten für etne ftngtrte {Bewegung in ^ejte^ung auf 
bie fej!en Ären, welche bie beS materiellen ?)unfteö fein n>urbe/ 
wenn berfetbe in bem betrad^^teten TCugenbCicfe plbi^üä) auf eine 
»nDerinberIic|)e äBeife mit ben ben)eg(ic^en 7(ren t)erbunben märbe; 
f^ ^at man bie Sielationen: 

dS , da , db . de 

dn , da' , db' , rfc' i ..^ 

ilC . da'* , rf6" , rfc" 
• di^ dt ^ ^ di ^ dt ' 

unb bie ®lei(|)ungen (B) t>em)anbeln fid^ alfo in folgenbe: 
«1=: Ut+ aie+ 6t) + cw, \ 
t)|= t?, + ö'm+ 6'ü+ c'to, r (t) 

§. 28. SSir moUen )uni(i(){l bie <Sigenf(!(^aften biefet ®c^ 
fdbwinbigfeiten etxoa^ nä^er unterfud[)en. fflenn man t)on ber 
®efc^n>inbigfeit beö beweglidj^en *nfattg*punfte« abjlralf^irt, fo 
^at man: 

da , db . de 

da" , d6" , de" 
<<« * ^ rfl * dt 

Qmif^ttt ben Äoftnufen a, i, c; a', fr', c'; a", 6", c'' f!nb«! 
befanntlicl^ bie 9{eIationen flatt: 



j c«+ c'« + c"«= 1 , ca + cV + c'V= , [ (») 
Wrau« iid& burdS^ iOifferenjirung ergibt: 
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edc + dd& + d'd&' =0, j (p) 

ada + afda' + a"rfo" = , * 

frcfc + !/def + 6"«te" = - (cdi + c'iift' + ef'ib"), \ 
cda + c'<te' + &'da" — — {ade + afd^ + a'^dc^O / j (») 

SBir tvoKen ber S&t^ wegen fe^en: 

cd6 + cfdbf + c"d6" = prft , 1 

o«fc+ a'dc' + ai'dff'— qdt, f (r) 

6A»+ft'da'+6"do"=r«ft, ) 

unb U« fei bte ftnatrte ®tf<S)win'biaftit, iettn Jtomponenten nad^ 
ben fefien Titea rejV- u«, ««/ w« |tnb. Sßrnn man bie JCompo« 
nenten berfelben ©efc^mtnbtgfeit natt) ben beweglichen 2tr<n boben 
n>il(/ fo muf man bemerfen^ baf man na4> ber befannten S^coric 
ber 9)roie{tionen bie Sielation bot: 



ü, cos (UrT) =iattt-i- «'»« + a"w«. 

^nltiplicitt man fot^li^ bie erfte ber ©leic^ungen (t) mit a, bie 

K>cite af, bie britte af' unb abbitt bie 9>rebu(te jufammen; fo 
mmt: 

U,cos(U«a:) = x-;jj- + y-j- + « "ä" 

+ *-*-+ y-5r+*-3r 

ober tpenn man bie oftigen {Relationen bet&d!ft(l(^tigt: 

U«C08(ü,a:)= — ry+ qzz=zqz—rjf. 
.Dtttdt^ eine il^nlid^t 9le<bnung ftnbet man eben fo: 

Ve COS (U*y) = rar — p« , 

ü« COS(ü«x)a= Pf — yx. 
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gentfdlfomponmte FcosS ;u gleichet Seit eine ^ef^^toinbigfettet 
abnähme bewirft/ fo bag and^ d(o negatit) iß. 

fBetrad()ten wir nun bie SCxa^te, beren StefuUante F tfi, unb 
bilben hatani pei ®rup)>en/ n>o\>on bie erfle biejenigen entt^Ü, 
beren Xangenttalfomponenten in bem ®inne ber @ef(bn)inbtgfeit 
Wirten/ w&bi^enb bie jweite @ruppe bie Jtrafte entb&tt/ beren 
2angentia((omi)onenten nai) entgegengefe^tem ©inne wirfen; fe 
^aben wir nacb §. 16/ wenn SP bie ©umrne ber erjlen unb 2F 
bie ber }weiten Üruppe t)on itomponenten bejeicdnet/ bie 9ttf 
lation: 

ZP^ZF^Fcos»/ 

wel^e fowof)! fär bie Seidtien/ wie für bie 3<ib(enwert^e ftatt 
fnbet. iBerm&ge biefer beiben legten ©leic^ungen l)at man folg» 
lidf immer: 

ZP-.2P'=£..^. 

g dt 

Benn d$ ben unenblicl(> Keinen JBogen bM\(i)ntt, wetdben ber be« 
trad)tete materielle 9>unft in bem unenbüc^ Keinen Seitelemente 
dt befcbreibt/ fo erb^It man, wenn man beibe Zf)tiU ber le^tm 
®(eicbuns mit ds multiplicirt : 

ZPd. - 2Pd* = £.$.(&=£.. $.d«/ 
9 dt g dt 

ds 

ober wenn man bemerft/ baf ^ so i{l: 

XPds — ZP'd* = t . oda. 
9 

ffienn man bie beiben SSbeiCe biefer legten ©leic^ting jwifcben ben 
@ren}en integrirt/ welche }wei beliebigen Sagen beS bewegltcben 
fünftes entfprecben/ fo bot man/ wenn sq, s^ unb o©/ ©i refp. 
bie biefen Sagen entfprecbenben/ t)on einem fejlen fünfte auS ge< 
(ib^ten fi3ogen ber SCrajeftorie unb (Sef^ywinbigfeit bejeicbnen: 






2 • 



Um aber bie ©ebeutung biefer ©leic^ung unb bie barau« fliefen« 
ben Solgerungen auf eine einfache unb itare Sßeife auSbrucfen ju 
f innen/ ijl ee burcbauS notbwenbig/ \)orl{)er einige neue ©enen* 
nungen unb ^Definitionen anjugeben. 
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§. 24 @S bejetd^ne F eine beliebige Araft/ toeid)^ auf einen 
einjelnen materiellen ^unft, ober auf einen ju einem S^fteme, 
beffen äöeweguna aucb noc^ oon fielen anbern Ärdften al6 F ber« 
rAbi^en fann, geborigen materiellen ?>unf t wirft SJBenn bie Slicb« 
tung biefer £raft mit ber Sticbtung ber ©efcbwinbigfeit bei be< 
trad^teten materiellen $unfteg einen fpi^en SSSinfel bilbet/ unb 
biefe Äraft folglicb biefe ©efcbwinbigfrit ju t)ergr6ßern prebt; 
fo wollen wir |ie eine SBewegungöfraft nennen; aber wenn 
ibte Slicbtung mit ber ber ©cfcbwinbigfeit be§ materiellen |)unf* 
M einen jlumpfen SBinfel bilbet^ unb fie folglid^ biefe ®e« 
fdbwtnbigfeit ju tjerminbern jtrebt, fo wollen wir fie eine SBi< 
berjlanbSfraft nennen. *^iernad) entfpricbt bie ©umme SP 
ben S5eweaung§ - unb bie ©umme 2P' ben SBiberjianböfraften. 

Sia^ äntegral fPds , wot)on jebeö (glement fds baS ?)ro« 
buft au$ ber 3angentialfom))onente einer ^raft F unb auö bem 
t)on ibrem JCngrijfSpunfte befcbriebenen unenblicb Keinen äBogen 
ds ijl, wirb bie biefer ^raft F entfprecbenbe Quantität Är^ 
bett unb ba6 ^robuft Pd^ ba« berfelben Äraff entfprecbenbe 
Slement ber 2Crbeit genannt. SBenn bie Araft F eine 93e' 
wegung^fraft ift, fo wirb aucb bie ibr entfprecbenbe 2frbeit ^Pd* 
jBewegung^arbeit/ unb wenn biefe ^raft eine äBiberjtanbö^ 
fraft ijl/ fo wirb aucb bie entfprecbenbe Arbeit SBiberflanb«* 
arbeit genannt. 

S)a$ TCrbeitdelement Pds fann aucb au$ einem anbern ®es 
ficibtSpunfte betrachtet werben; benn wenn ^ ben SBinfel bejeicb^ 
net/ welcben bie JRicbtung beS glemente6 ds mit ber Slicbtung 
ber auf ben materiellen $unf t wirfenben iCraft F ^ beren San« 
gentialfomponente P ijl^ bilbet; fo b^t man: 

P=Fcos8, folglicb Jfds=FcosS.ds. 

Ülutt ift aber ba§ ^robuft cosJ.rf« offenbar nicbtS anberS, 
als bie ^rojeftion t)on ds auf bie Sticbtung ber Araft F/ unb 
wenn man folglid^ biefe ^Jrojeftion mit df bejeicbnet; fo t^at 
man: 

Vds=¥df, unb folglich /Pifo=/Fd/: 

JDie 2trbeit fVds wirb alfo aucb bu^4) böS Sntegral /Fdf 
auSgebrucft, welcbeS auS einer ©umme \)on dementen Faf bf 
ftebt/ wovon iebed baS ?)robuft auS jebem SBertbe ber Äraft F 
unb ber ^roiection df be§ unenblid[) fleinen S3ogen< ds auf bie 
Ricbtung biefer Äraft ijl. 

§. 25. ÄuS ber Definition ber TCrbeit ober be* 2trbeit8ele« 
menteS folgt unmittelbar, ba^ man bei ber SSeflimmung biefer 
©rofen ftatt ber Quantität TCrbeit einer Äraft bie Summe ber 
j&uantitaten Tixbeit ibrer Komponenten nebmen fann, unb ebenfp 
tann man f&r baö einem unenblic^ fleinen fiSogen d$ entfpre« 
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Senbct man nun btc eben erwilbnten Se^etd^nungcn an, fo (ans 
bf t erjte S^eil biefer ®Iet(^uns burd^ ^ auSgebräd t »erbnt/ uiib 

ba bte in ber erjlen 9)arent^efe flel^enben (Siteber genau baS 2>if« 
ferenjial beS bttrd^ bte erfte ber ©let^^ungen (h) aegebenen SBer^ 
t()e< toon «« bttben/ tnbem man x, y, z a\i fonfrant betrad^tet; 

fo fann man bie in biefer |)arent^efe fte^enbe (Srofe burd^ -^j- 

auSbr&(fen/ fo ba$ bte Dor^erge^enbe ^(eid^ung folgenbe Sorm 
annimmt: 

+ 2 L« 7,+ «*+•.*]' 

unb tvenn man bie beiben legten ber (Sleicbungen 
(B) auf biefelbe SBeife be^anbelt; fo erhalt man 
ebenfo : 

di ät * \ di * dt * dij 

ifi = i^+ Co" i^ + i" ± + c" -^ 

it rfl ^ V A ^ A ^ "^ A/ 

, .r ia" . db", de"! 

SBenn n ba« ®m\^t beS materiellen ?)un!te«, F bie feine 
abfolute ffiewegung bewirfenbe Äraft unb a, ß, y bie SBinfet be* 

Seic^)nen, toeld^e bie 8li(iS)tuna biefer Äraft mit ben feflen Äyen 
ilbet; fo lj)at man nadj) ben IRelattonen im §. 17: 



w 






n dl«! \ m 

« n rfi»! 



(«) 
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Tlui ben ®Iei4ittngen (») ergibt ^(ft, m^imi man {!( turc^ j- 
multt)[>ltctrt ^t: 

^ dt g \ dt ' dt * dt/' l 

^ g dt 9 \ dt ^ dt dt/ { 

^ V*^ dt~ dt^^ dt) 

V-.-. n rf«tr. 2n/ da*' , dh'' rfc"\ 

' g dt g \ dt ^ dt ^ dt / 

unb wenn man Umtxlt, bofi bte ^rojeftion einer Jtraft auf eine 
^re ber Summe ber ?)roieftionen ber Komponenten berfelben auf 
biefelbe'Äjre oleidS^ ijl; fo erfennt man Ux^t, baf bie erjlen SE^eile 
ber brei t)or5erge^)enben ®leidi)un9en bie 9)roief tionen einer fingir« 
ten Äraft, beten Komponenten nad^ ben beweglicl^en Ären refjx 
TL ^^ TL dt Ti dw 

T 'dt' T' dt' T 'dT ^"*' ^"f ^^^ ^^^^ ^^^^^ '^^^^ auÄbrficfett. 
^Diefe fingirte Äraft iji biejenige, welche für einen ^i) mit ben 
beweglid^en 2Cren fortbewegten SBcobadfiter bie xtlatm SSeweoung 
beS materiellen |)unfte< in fiSejie^ung auf biefe beweglicben Zxzn 
lien^orbringen fonnte. 

2)ie in ben jweiten Sl[)eil berfelben ®le{(f)ungen t^orfornmen» 

b«, ©Heber ^/^, f.^, f.'-^m bie Äomponenten 

ber Äraft nad^ ben fejlen 3tren, »eldSje bie Fortbewegung beS ma« 
teriellen ?)unfteö mit ben beweglichen Ären bewirfen ttnnte. SBir 
wollen biefe Kraft burdf) E«/ bie SBinfel, welche \f)vt 9lidS)tung mit 
ben beweglichen Ären bilbet, burcb t, tUe, n, unb bie SBinfel, 
welche bie 9iidi^tung ber Kraft F mit benfelben beweglichen Ären 
bilbet, burc^ /, m, n bejeicl^nen. 

Sßenn man bie erfte ber ®teid()ungen (u) mit a, bie )wtttt 
a', bie britte a" multiplicirt, bie 9)robufte jufammenabbirt, bann 
in IBejielS)ung auf 6, f, 6'' unb c, &, &' eben fo toerfil^rt, unb 
enblic^ bie nreiter oben angegebenen Slelationen jwifc^en biefen 
toerfc^^iebenen Kojinuffen unb il^ren JJifferenjialen berürfjidS^tigt; 
fp a^ilt mm na^ verridE^teten Stebuf tionen bie ©leid^ungen ; 
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n dw 2n 

»orin bie |)roieftionen ber itr&fte auf bie beweglichen Ztm unb 
ntcbt mebt bte auf bie fe^en Tixtn «orbrnmett. 2)iere ®(etdbun« 

Sen idgeu/ bafi man bie relatiDe Sen>egung eineS materteOen 
fünftes inSetiebung auf bewegliibe Xren ebenfo bebanbeln fann, 
»ie tim abfotute Setoegung in JBejiebuna auf fefle Tlxtn, wenn 
man annimmt, ba$ au^er ber wirfltcben Xrafr F nocb {wei ftn- 
girre itrafte auf ben materieOen 9unft wtrfen. 2)ie er{te biefet 
fngirten Ärafte ift ber Jtraft F«, wttä^t bie Sottbemeaung be< 
materiellen $unfte^ mit ben ben>eali(ben Tlxtn, b. b- bte MBetot^ 
gung biefeS DunfteS b<n>or6ringen fönnte, meiere berfelbe anneb- 
men würbe, wenn er pl6^Iicb auf eine unt)erinberli(be Seife mit 
ben bewegli(ben Hxtn \)erbunben w&rbe, glei(^ unb gerabe entge« 
gengefe^t. 

2>ie $roieftionen ber jweiten fingirten Araft auf bie bewege 
Uä)tn Zxtn ffnb: 

tmb »cnn man btcf« itraft mit F' ititi^ntt\ fo f)at man: 

9 

2Die Sticbtung biefer Jtraft ifi auf ben beiben 9ti(|)tungen fenf^ 
xid)t, welcbe mit ben beweglichen Tixvx SBinfel bilben, beren J(oft< 
nu$ folgenbe Sßertbe b^ben : 



tnbt 



K«»-H)M-»* ' K«*«-H*+w* ' Kt»*+»*-f- »« ' 



p 9 r 

r?+¥^' Kp^+^H-r»' f^R^^ 



unb wenn man ben t>on biefen beiben 8tic|^tungen gebilbeten SBin< 
fei mit 9^ bejeid^net; fd ftnbet man leidet: 
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ioorau6 folgt: 

9lun ijl aber i^^^+q^lf bie SBtnfel gefdbwmbtg Fctt <p ber ©te« 
^iing um bic augenMicHidJ^e Are unb /'^ mH^^W-si» ^ tff nichts 
anberö, aW bie ?)roief tion ber relatiioen ®ef4)n>inbi9!eit ]^i««4^a-|^ 
auf eme auf biefer Are fenfred^te (Sbene, xveil J' ben SBinfet be« 
jeidjnet, TOe(d(>en bie JRid^tung biefer ©efc^winbigfeit mit ber ber 
au9enbli(Ki(l)en ©reljungöare bilbet S3ejei(fcnet man biefe rela* 
t!t>e ©efdjjwinbigf eit mit ß, fo fann man folglid) feigen: 

F'=2 5.<pösm3'. 

9 

©iefe leiste ®lei(!)un9lel)rt: bafi bie jweite fingirte Äraft, 
wetd^e man einful&ren mn^f nm bie relative Sättot^ 
gungn)ie eine abfolute be^anbeln ju fbnntn, baS 
Doppelte ber^Rraf t ijl, weldj^e bie »efcl^leunigung 
«pasin^' l^er^jorbringen fonnte, bie ba§ |)robuft aui 
ber SBinfelgefc^roinbigf eit ber JRotationSbemegung 
um bi.e augenblicftic^e 2Cre unb auö ber S>roieftion 
ber relatit)en ©efdS^winbigfeit auf eine auf biefer 
Are fenfreclt)te (Sbene ift, unb ilE)re JRic^tung. ifl auf 
ber augenbIicF(idE)en 9{otation§are ber beweglid^en 
3f ren unb auf ber JRicI^tung ber relativen ©efdf^roin* 
bigfeit fenfrec|>t. 



^rinctp ber Uebertragung ober gortpflanjung ber 2Crbeit bei ber relativen 
SSetoegung eines matenellen fünftes. 

§. 30. Unterfucl()en wir nun, wie ftc^ bei ber relatit^en S5e« 
wegung cineö freien materiellen ?)unfte§ ba§ 9)rincip ber lebenbi« 
gen Ärafte ober ber Uebertragung ber 2trbeit gehaltet. 

SBenn man bie erfte ber ©leidjjun^en (v) mit udt, bie jweitc 
mit vdt, bie- britte mit tcdt multiplicirt unb bie ?>robutte jufam^ 

2n 
menabbirt; fo beben ftcb bie ©lieber mit — gegenfeitig auf, unb 

menn man bemerft, ba$ man \)at: 

Q,t=u^+v^+w^, folglich Q'dS2 = udu+vdv + fDdw*y 
fo l&^t {t^ bie n1)(dttnt ®Ut4»ung attf folgende %otm bringen: 

4 
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— F« (tt cos /f + tJ cos mg+ fo cosn«) dt ; 
fl ifl aber: 

Witt folgti^i ^at man: 



E iieta — Tadt [cos (iLr) cos l + cos (%) cos m+cos (ßz) cof »] 



— F«öd« [cos (Qar) cos Ir + cos (ßy) cos m« + cos (Ö2) cos tu] , 
ober i^ielme^r: 

" OitQ =F ödt cos (ÜF) - F. Öde cos (ÜF.). 

IBenn man mit df, df. bie ^^toieftionen be$ n)&t)renb ber Seit 
dJt befcbriebenen relativen SßegelementeS auf bie 9li(|)tungen ber 
Jtrifte F, F« be^eic^net, fo üermanbelt ftc^ bie le^te ©leidi^ung is 
folgenbe: 

^Odfl=Fd/'— F.d/;, 

morauS folgt/ n)enn man in)ifd[)en )n>ei äeitmomenten integrirt, 
f&r mel^e bie relative @efd)n)tnbig(eit bie Sßertbe fio unb 
Gl l^at: 

3n biefer ®Ieicl()un9 fommt bie jweite pngirte Äraft nicbt 
vor/ n)ie aud^ ju erwarten mar, n^eil biefe Jtraft auf ber IRid!^' 
tung ber relativen ©efcbwinbiafeit ober ber beö bef4)riebenen SSBeg^ 
elementeö fenfrecbt ift/ unb fv(glicb leine relative Xrbeit l^ervor« 
bringen fann. 

SBenn man annimmt/ wie wir e§ m JBorbergebenben ijti%wi 
l&aben, baß bie Ärdfte F unb F« bie ?Refultanten mh mehreren 
anbern Äraften ftnb/ biefe Ärafte auf bie JRicbtung be6 Elemente« 
ds beö relativen SSSegeS unb nid)t biefeö ©cment felbjl auf bif 
Slidf)tung jeber Äraft projicirt/ xocA in iöejie^ung auf bie Arbeit 
oteicbgiutig ifl/ bann biejenigen biefer ^ojeftioneu/ weld^e tn ben 
feinn ber relativen ®efdS)winbigfeit ß fallen / }u einer erflen 
®ru)>pe/ unb bie na4) bem entgegengefe^tes ®inne gerichteten yi 
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dmr ji^eiten Sru^e loetbivM, \wS> eobltc^ mit 9, F jtüet folic* 
bige ^rojefrionen au6 bicfen bciben (Sru^pcn, fo wie mxi If^ P'« 
jwei analoge 9>roieftionen i.n äBejulSiung auf btc Siefultante F be» 
jeidf^nct; fo fann bw wrl&trg€l;eiibie <8leid(nin8 Äuf folgenbe gorm 
8c6ta(ij>t werben: 

n>orau6 folgt: ba^ bte ©leic^ung ber lebenbtgen drifte 
ober be r Uebettragiinjj ber aCrbeit aui) nocf? bei b?t 
re(atit>en SSetoegung ffatt finbet^ wofern man )u bet 
2Crbeit ber gegebenen Är^fte F nodS^ bie l()insufiigt, 
xozli^t bie Ärdfte lj)^r»orbr{ngen würben, bie benen 
gleidb unb entgegengefefet finb, weldj^e auf ben ma^ 
teriellen ?)unft wirren müßten, wenn fidj) berfelbe 
fo bewegen follte, 4I6 wenn er mit ben beweglichen 
Xrtn auf eine unt>erdnberli(|)e SBeife fejl joerbunben 
wdre. 

|)rindp ber Uebertradung ber ^Crbett bei ber relativen IBetoedund , wenn fid^ 
bie ben)edli4)en %%tn gleichförmig um eine gegebene 2C]ce bre^yen. 

§. 31. Um t>on biefem ^rincij)e eine 3(nwenbung ju mad&en, 
wotten wir annehmen , baf bi^ SSewegung ber beweglidfjen %xtn 
eine gleiclS?f6rmige ^Rotationsbewegung um eine gegebene 2fre fei; 
fo i|l bie Äraft/ welcfee bem materiellen 9)un?te btefelbe JRotation*^ 
Bewegung ert^eilen fann, al§ wenn er mit ben beweglid)en Ären 
auf eine unt)eranberliclf)e SSBeife fefl t>erbunben wäre,, nx^ti an* 
berS al6 bie Sentripetalfraft unb bie ber JCraft F. gleid^e 
unb entgegengefe^te £raft i^ genau bie (Sentrifugalfraft, welche 
^urtb : 

ait§gebrfi(ft wirb, wo <p bie SBinf etgef^winbigfeit unb r feie &nU 
fernung be« materiellen 9)unfteS oon ber Slotationöape ift. 

©a dr baS in bem Sinne ber Sentrifugalfraft befd()riebett« 
r-elatioe SBegelement ijl, fo rebucirt fi4> baS ®lieb — fF^dfe auf 

/—(ph'dr = 2* <P^W—rQ^f wo n unb Vq bie ben beiben 

tJCugenblicfen, jwifd(>en weldfjen bie ®leiclf)ung ber lebenbigen Ärafte 
<ingewanbt wtrb , entf<)reci^enben SBertl^e ber Entfernung r be« 
tnaterietlen fünfte« t)on ber Kotation«are bejeicbnen. 

8Bemi «1 unb Uq bie ®efd^winbigfeiten bejeicif)nen, welche ber 
matfriette Dunft in ben beiben erwil^nten Äugenbliceen antielinmi 
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t9&rbe , toenn berfetie mit ben beioeglidE^en %%z^ feft t)erbunben 
toire; fo t)at man: 

l&'ri*=tfi* unb 9i*ro*=ii«'/ 

fo baß fic^ baS üor^iergel^enbe Sntegral auf: 

2^ IST" 

rebuctrt/ unb bte ®(et^ung ber (ebenbtgen itrifte auf fotgenbt 
Jfwm 9ebrac{)t »erben fann : 

»orau6 folgt: bafi man bei ber re(atit)en fiSemegung 
eines materiellen $un!te$ in j!BesieI)ung auf ein 
JCrenfpjlem, weld^eS ficb mit einer 3leid)f6rmigen 
WotationSgefc^winbiaf eit yxm eine fepe 'Are breitet/ 
jur äöejiimmung be6 3un)ad)feS ber relatit)en lebem 
bigen^Rraft nur ju ber, wie bei ber abfoluten S5e» 
wegung, berecbneren £iuantitat Arbeit ben äuroac^S 
ber tebenbigen Äraft ^injujufügen braucht, »elcber 
ber SlotationSgefd^winbigfeit entfpric^t, bie ber 
materielle 9)unft in feinen beiben außerjien Sagen 
^aben würbe, wenn berfelbe in ben beiben entfpre* 
4>enben 2Cuaenblicf en vaxX bem. gangen rotirenben 
©pjleme fajl oerbunben wäre. * 

©Idd^aetPic^t ober gegenfeitige 2fuf()ebiing ber auf mvx 

materiellen ^unft ttirfenben Jträfte. 

§. 32. SÄan fagt: baß bie auf einen materiellen 9)unft wir* 
fenben strafte einanber ge^enfeitig aufljeben, ober im ©leic^^ge« 
»icbte finb, wenn fie biefen materiellen 9)unft weber auS bem 
Sujianbe ber 0Jul)e in ben ber ^Bewegung üerfe^en, nocb bie W 
reitS erlangte ©efdS^winbi^f eit bcffelben, wel(()e er unter ber 2Bir« 
fung anberer Ärafte annimmt, auf irgcnb eine SBeife tjeranbern 
fonnen. ©o lange bie betrad^teten Ärafte eine jKefultant^ traben, 
firebt biefe offenbar bem materiellen ^yxxiliz, auf welchen pe wirft, 
eine gewiffe ©ewegung ju ertl&eilen, ober bie bereits angenom^ 
mene SSewegung beffelben ju \)eranbern. ©oll alfo ba« ©teid^ge« 
wicbt jwifd)cn biefen Gräften jlatt fi'nben, fo xm^ ibre 9Jefultante 
= Ö fein, woju erfprbert wirb, baß bie ?)roieftionen ber 9Jeful* 
tante auf brei t)erfciS)iebene 9iici)tungen einjeln =.0 finb, unb ba 
bie 9)rojeftion ber (Refultante auf eine %y:z ber algebraifdS^en 
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®umme ber §)rDiefeionen il&tcr Äomponenten auf biefefte Hxt 
gtcirf) ift ; fo ift jum ®lex6)Qmi6)te eine« ouf benfclben materiel« 
len ?)unf t wirfenbcn ©^ftemed t>on Ärdften erforberlicfe , baf bie 
algebraifd)c ®umtm ber 9)roicftionen tiefer Gräfte auf brei wr* 
fd^iebene 9iic()tiingen für jebe biefer JRicbtimgen eimeln =0 i^, 
wctcbe »ebingung itbrtgenö aiicb btnreic^enb ift, totxl, wenn ^e 
erfiiat wirb/ bie äiefultante felbfl offenbar =0 iff. 

SRan fann biefe SBebingung aud) noc^ unter einer anbem 
gorm auöbrurfen, n>elcl()e in bem gegenwartigen gälte jwar webet 
einfacher, nocb bequemer iji; aber bei ber Unterfuc^nng be« 
©leicbgewid^teö ganjer ©pfteme materießer ?)un!te, wie Äorpet 
unb ÜRafc^inen, wefentIidS)e SSorjiige f)at, unb hM aW SSorberei« 
tung ju biefer Untermietung mag bie folgenbe ©cmerfung ^i« 
|)laft finben. 



Sebingund be< d^teic^f^etüi^teS eine« materieSen fünftes bur^ bad ^rittclp 
ber »irtucllcn ®ef(^»(nbi0feitfn. 

SBenn mehrere Ärafte auf benfelben materiellen 9)unft wir« 
fen, fo ijl nad) §. 25 baS Clement ber 2frbeit ber JRefultante ber 
algebraifd^en ©umme ber ^(rbeitöelemente ber Komponenten gteidf^^ 
Don welcl()er S3efcl()affenl;eit übrigen^ bie S3eweaung beö materiel* 
len ?)unfte§ aud^ fein mag. SiSenn folglidj) bie Stefultante gleidj^ 
Slull ift, unb bie üBewec^ung be^ materiellen ^utitM, t)on weldj^et 
iBef(baffenl)eit fie aud) fein mag, üon anbem Äraften al6 bie be« 
ttadjtetc berrül&rt; fo fann man fagen, ba^ bie jum ©leicl^gewic^te 
erforberli4)e, aber auö) binrei(l)enbc äöebingung barin beftebt: ba0 
bie algebraifdS^e (Summe ber Elemente ber Arbeit 
ber b^etradf^teten Jtrifte ffir brei unenblidb fleine 
Serrucfungen bed materiellen fünftes gleic^^ 9lull 
finb. 

©lefe unenblid^^f leinen wiHfurlid^en SSerrficfungen finb ^iet 
geometrifc^eSroßen, weld^e burdfeauS in feiner JBejiebung 
vx ben JCraften fteben, beren ®leid()gewidi)t bargetban werben foH ; 
benn ^e werben nur angewanbt, nm brei wiDifurlidje 9iid()tungen 
einäufiil^ren/ auf weldf)e bie Ärafte projicirt werben fonnen, wor« 
auf barget^an werben muß, bag bie algebraifc^en Summen bie« 
fer S)roieftionen genau gleidE) SluU finb. 

J)iefe unenblic^ fteinen willfurlid)en SSerrurfungen ober SBegc 
werben tjirtuelle ®efd)winbiofeiten genannt, obgleidj) jtc 
feine wirf lieben ®efd[)winbigfeiten finb, unb bie biefen unenblf(|> 
fteinen fBerrutfungen entfprecbenben 2Crbeit6elemente l)at man 
t)irtuelle SWomente genannt, wo baö Sßort t)irtuell auS« 
bnicfen foll, baf feter nitbt t?on mxtl\ä)tn, fonbern t)on ?)t)potl&e« 
tffcbcn Bewegungen bie 9febc ift/ für welche e« genügt, pc^ il^re 
SR&glic^teit t>orftellen )u fonnen. 



- M - 

9tm Um dfo fiigRi: baf bie «nf eiain «atetret^ 
ten 9>ttnft mtrtenben Arifte im ^ItH^Qtxoiö^tt ftnb 
wenn bif algebraifd^en Summen t^fir XrbettSele^ 
mente für bret beliebige nnenblid^ tleineSerrncfutts 
gen 9ln(I finb, ober n>enn bie algebraifc^en @um* 
men ber virtuellen SRomente für brei 9erf4riebenc 
oirtuelte IBeioeanngen gleicf^ 9tttU finb. 

«ßierin btfttt^t vai fogenannte |>rinctt» ber t^irtuellen 
(Bef^wtnbigf eiten^ wetcbei wir bier blöd anfuhren/ n^eil ei 
fpiUx bei jeber Tixt beö @let^Aen>ict^ted {ufammengefe^terer ®9< 
ffeme t)orfommt/ unb e$ sioecfmaftQ ift, )u)>or einen einfa<lb^ 
%aü beffe(ben fennen ju lernen/ ob^letc^ ed l^ter nur ben SSortbeil 

Stoa^tt, bie Sebeutung ber in fernem Xudbrutfe t>or!emmenben 
enennungen fennen }u leJS^ren, unb in bem gegenmärtigen %a1U 
ift biefed ^rincip genau he\t^€n, weiter nichts , ald eine anbere 
3(u$bru(f6n>eife ber JBebingung bed ©leic^gewict^teö : baf bie 
aiefultante ber betrachteten Gräfte gleid^ 9tull fein 
muf. 2)iefe$ f)rinci)) ber mtxtUen ®ef4^n)tnbigfeiten gibt bie 
für baö ®Iei(^ge»i(bt erfiDrberlid)en unb l^inrei^^enben SBebingun- 
gen ; benn wenn man in ieber @umme ber 3(rbeit$e(emente/ welche 

J;lei4^ 9lutt ift, ba« SBegelement ober bie mvtixtUt ®efc|iwfnbig? 
eit ald gemeinfcbafttic^en Saftor l()inwegta|t/ fo !ommt man mie« 
ber auf bie brei ®leid[^ungen/ meiere audbrucfen: baf bie allge^ 
braifd^en @ummen ber ^rojeftionen ber JCrafte auf 
bret t)erf(^tebene Slid^tungen gteidl^ 9lu(l finb. 



Hthtit hex gegenfeitigen Sintoitfung gioeier tMttxiOn 
fünfte auf einanbetr. 

§. 33. Sßenn man t)on berlSetrad^tung eined einzelnen ma^ 
terieHen 9)unfte§ ju ber timi @9ftemeö materieller f)unfte, ober 
gar einer beliebigen ^afd^ine ubergel()en will/ um bie Ißewegunw, 
ober ba§ ®leicl^gewidf)t ju unterfuc^en; fo muß man notf^menbtg 
ba« ?)rincip ber- ©leic^l^eit ber SBirfung unb ®e- 

Senmirfung jur TCnmenbung bringen/ metd^ed mtr bereits bei 
er Unterfuc^una ber ^Bewegung eine« materiellen 9hin!te8 ange« 
ful^rt f)abcn, weld^er ftd) auf einer gegebenen Äurve bewegen muf 
(§. 21)/ wo wir annal()men/ baf, wenn jwei Jtorper einen geaen^ 
feitigen 2)ru(f auf einanber ausüben / bie t)0n bem einen biefrr 
it6tper auf ben anbern audgefibte SBirtung genau ber gleidS^ unb 
entgegengefefet ift/ weld^e biefer auf jenen audubt. 25iefe ©rfal&* 
rungdwabrlE)eit ift weiter nid^tl/ ald eine ffolge aud bem ^ixnci^t 
ber ®tei4^^eit ber SSirfuna unb ®egenwirfung jweier einanber 
ber&^renber SRolefule/ welcped ^xincip man folgenbermaf en an9^ 
brü(fen tann: 
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Senn twei matetiene fünfte m unb m' btir^ 
3Cn)iebung oberTCbftofuna auf etnanberwirfeti/ unb 
bte t>Dn m^ aufm ausgeübte SSirfung tft eine nac^ 
ber grtaben Sinte mmf aerid!)tete iCraft R; fo tf( bit 
i»on m auf m^ auSgeixbte SBtrfung eine itraft B, 
welcf^e ebenfaltd nacb ber geraben Sinie mwf, ahtt 
naüi entgegengefe^tem @tnne gerid^tet ift. 

9tan fielet Uxi^t ein/ baf ein ®efe^ biefer Tixt xAiit bireft 
bmdb bad S]:)>ertment beftatigt n^erben fann; allein man wirb )tt 
ber Xnnabme beffelben geführt, wenn man bemerft, baf jwifd&en 
ben barauS abgeleiteten tbeoretifd^en So(gerungen unb ber JBeob« 
acl^turia ber taglidb t)or unfern 2Cugen ftattftnbenben mecl^anifdben 
(Srfc^efnungen ftetS tiixt t)oa{ommene Uebereinflimmung ftatt 
fittbet 

§. 34. 3K8 erfte Folgerung au« biefem 9)rinc{pe wollen wir jeigen : 
baß/ wenn r bie üeranberlicbe gegenfeitige (Sntfer« 
nuna jweier materiellerf^unfte m unb mf bejeicbnet/ 
weld^e nad^ ber Stid^tung ibre S3erbinbung«linie ntfii' 
gleite unb entgegengefefete SBirfungen =R auf« 
etnanber ausüben/ bie @umme ber £luantitaten ber 
^Bewegung«- unb Sßiberjlanb$arbeit/ wie fie in ber 
®Ieidl^ung ber lebenbigen J(räfte t)or(ommen muf, 
fid^ immer auf /Rdr rebucirt, wo biefe« 3ntegraJ 
i)ofitit), ober nz^ati^ ift, b. b- bie ©efammtarbeit 
aU ^Bewegung«'' ober aU SBiberftanbSarbeit be« 
tradj^tet werben mu^, ienad(^bem ber Suwacbd dr bei 
ber Bewegung ber beiben materiellen fünfte in 
bem ®inne ber SBirfung t>on R, ober in entgegenge* 
feistem S5inne erfolgt. 

3u bem Swetfe muffen wir aber loorber jeigen/ oaf bie 
Gumme ber t)on ben gegenfeitigen @inwirfunaen zweier materiell 
lerDunfte auf einanber b«trübrenben Quantitäten Arbeit nidbt ge< 
inbert wirb, wenn biefe fünfte auf er ibrer relatit^en 93ewegung 
nodl^ eine gemeinfdbaftlid()eS3ewegun9 boben, ober eine IBeweguna, 
wetd^e auf ber Slid^tung ibrer SSerbtnbungSlinie vmf fenfred^t ij!/ 
b. b- ^ine 9!otation«bewegung um einen $unlt biefer geraben 
Knie. 

3n §. 25 b<tben wir aber gefeben, bafi man bei ber 93ere(|^« 
nung ber SCrbeit f&r ba« befcbriebene SBegelement bie @umme 
feiner Äom»)onenten fefeen fann, fo bafi folglich, wenn ein mate« 
rieUer ^\xxAt gleidt^jeitig mebrere ^ewegun^en b<^t/ ba« abfolute 
Ärbeit*element erbalten wirb, wenn man bie Summe ber für bie 
einzelnen {Bewegungen bered()neten 2Crbeit«elemente bilbet. 3n 
bem gegenwartigen Saite mäf te man folglid() gu bem blöd in ber 
Sorautfe^ung ber relativen S3ewegung ber beiben materiellen 
yunfte berechneten Xrbeitdelemente nodi^ bie 3(rbeit«elemente l^in« 
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tufÄgen, wel^e ben flScwcgunoen cntfpredben/ bie tiefe matetieflett 
«niPte außer il^rer retatwen »ewegung noc^ i(>öben foDen. 
Sßenn e6 p(b «ber junicbft um eine gemeinfcbaftlicbe S5en>e* 

ftung ber beiben materiellen ?>unfte ?ii,m' b^^nbelt, fo finb bie be« 
<^)riebenen SBegetemente einanber gleicb/ paraUet unb nacb bem« 
fetben ®inne geridS^tet/ imb ba bie Ärifte R einanber glei* unb 
na4> entgegengefefetem Sinne gericbtet ftnb; fo ftnb bie btefet 
»emegung entfprecbenben XrbeitSelemente paarweife einanber 

iU\6) unb oon entgegengefefetem Seieben, unb fotgticb ip tbre 
Summe/ welche in bie ©teicbung ber lebenbigen Ärdfte einge^ 
ft&l^rt merbcn mufl, genau gteid^ 9cuU. 

SBenn jwciten^ bie beiben materiellen fünfte m,m' an^tt 
ibrer relatitjen IBewegung nod) eine anbere ^Bewegung batten^ 
beren (Sefcbminbigfeit auf ber geraben 8inie mm' fenfred^t ift, 
ober menn fte eine 9lotationaben>egung um einen $unft biefer ^e« 
raben Cinie bitten; fo waren bie 2Crbeit6elemente beftanbig glei<b 
9luU, weit bie 9)roieftion einer Äraft auf eine auf ibr fenfrecbtc 

Serabe Sinie glrid^ ffluU if(: un'b mitbin ijl aucb bie @umme ber 
iefer ^Bewegung entfprecbenben Quantitäten ?(rbdt = 0. 

Um nun bie ben bdben gegenfritigen @inwirfungen R ber 
briben materiellen ?)unfte m,m' to&i)t^nb ibrer ^Bewegung entfpre* 
dbenbe Quantität Arbeit ju bepimmen, f5nnen wir, obne biefc 
®r6@e )u änberu/ ben beiben materieOen 9)unlten junacbfi eine 
gemeinfa)aftltd)e Bewegung beilegen, welcbe ber S3ewegung einet 
berfelben, $.93. m, gleicbunb entgegengefet^t ijt; fo bleibt ber $unft 
m inWulf^e, unb ber?)unft m' fann al8 jwei jöewegungen böbenb, 
angefeben, werben, nimlicb eine Bewegung, t)erm&ge wetcber er 
{{(^ auf ber SSerbinbungSlinie nrn' t>tm fünfte m nii^ttt, ober 
bat)on entfernt, unb eine jwrite S3ewegung, Derm6ge wel^^er fUfy 
biefe gerabe 8inie fetbjl um ben feften 9)unft m brelS)et 

®eben wir nun bem 9>un{te m' nod^ eine @u))))tementari 
bewegung, voeld)t ber genau gteicb unb entgegengefeit iji, mit 
»eldber ftcb bie gerabe ginie mm' um ben |)unft m brebet; fo 
wirb, ba biefe (3up»)lementarbewegung auf ber geraben ftinie mmf 
fenfre(bt ijl, bie 2(rbeit nidtjt geanbcrt, unb wenn bie gerabe Sinie 
mmf unbewe^lidt) geworben ijt, fo i)at ber ^unft m' nur nodb 
eine gerablinige S3ewegung na^ biefer geraben Sinie. 2)a6 Ht* 
beit«element rebucirt ffd^ alfo auf Rdr, wo ba« Seicb^n beffelben 

fiofitit) ijl, wenn ber SBeg dr in bem ©inne ber Äraft R be« 
einrieben ifi, welcbe \)xet bie SBirfun^ t>on m auf m' bejeicbnct/ 
unb negatit), wenn biefer Sßeg dr tn entgegengefei^tem @inne 
befd(irteben ifl. Sixe ®efammtarbdt für eine gewiffe Dauer ber 
(Bewegung wirb alfo burcb ba« für biefe Dauer genommene Sit' 
tegral / Bdr auSgebrüdf t. 

6« ift wobt ju bemerfen, bafj, wenn bie (Sntfemung r, un* 

Sftdbtet ber :)>artietten SSerinberungen , weldbe {te w&btenb ber 
ewegung f)at erfal()ren tonnen, nadj^ einer gewijfen Seit wteber 
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btefelbe geworben unb bte JCraft R blod eine Sitnftton toon r iff, 
baö ftd) auf btefe äettbauer bejie^enbe Sntegral auS ©lernen« 
tcn befielet/ xt>dd)e paarweife einanber jleicb unb t)on entgegen« 
gefeiltem äeid&en ftnb, weil ftd^ bie Äraft nad) ber 8Sorau6« 
fc^ung nur mit ber Entfernung r inbert, unb ber SJotalwertl^ 
biefeö Sntegraleö ift folglicb gleid) 9Zull. 66 ift alfo nic^t blo« 
bie \>on ben SRriefularwirfungen l[)erntl()renbe Quantität %tbtit 
immer gleic?) Slutt, wenn bie Entfernung r fonftant bleibt, fon« 
bern aud), wenn fid) biefe Entfernung anbert, aber benfetben 
S93ertl() wiebcr annimmt. 



Qt»tiiti StapHtL 



S3megung eineö feflcn Körpers. 

§. 35. wCan betröcfetet oegcnwdrtig bic feflcn Xhrpet all» 
gemein atö S^erbinbungen t)on TloUtuUn, Yvel(^e ixoax niä)t mit 
einanber in S3erul^run3 jlefcen/ aber aegenfeittge Siirfungen auf 
einanber ausüben. 2)iefe ^)^poti)^^e fubrt in »ejiebung auf bie 
SSewegung unb baS ©Icidjgewicbt ber Äorper ju einfacben ®e* 
fefeen, unb bie auS biefen ti)eoretifcben ©efel^en abgeleiteten Solge« 
rungen n>erben burcb bie S3eobacbtung beflatigt. 

9>tinctp ber Uebertragung ober SXittl^eUung ber 2(rbeit hti ber Setoestrag 
tinci feften Jt6ry>er6. 

SBir nebmen an, baß auf bie fTOolefule eines ÄorperS t)ers 
fcbiebene äußere itrafte toirttn, wie j. 93. bie Qd)Xütxt, unb bie 
bei ber gegenfeitigen äöerubrung ber Körper flatt finbenben ®im 
wirfungen / welcbe lefetern jebod^ unmittelbar nur auf bie an ber 
JOberPclcbe, ober in einer geringen SEiefe unter berfelben an ber 
iBerubrungSjleUe »irfen. SBdbrenb ber ^Bewegung beS ^ir)>erS 
fann jebeS 9Roteful beffelben atS ein ganj freier materieller 9)unf t 
betrad^tet »erben, wenn man annimmt, baß auf er ben eben er^ 
wibnten Gräften aucb bie benacbbarten ÜRolefute barauf »irfen, 
unb biefe Gräfte in Stecbnung bringt. S)iefe le^tern äBirlungen 
woßen wir innere gegenfcitige iErafte nennen, weil pd^ 
biefelben-nacb bem principe ber ©leicbbeit unb gntgegengefefetbeit 
ber SBirfung unb ©egenwirfung, wie bereits bemerft worben, im* 
mer fo gruppiren laffen, baß ffe paarweife einanber gleicb unb 
entaegengefe^t {tnb. SBenn man folglid^ alle innern unb auf em 
Ärafte in S5etra(bt jiebt, weld^e auf ein ÜRoleful t)on bem ®e- 
wtd^te p wirfen , fo fann man barauf bie in §. 23 aufgefleUte 
©leicbung ber lebenbigen Ärdfte: 
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«ntoeabe»^ unb menn man f&r aUe!02o(ehsIe be« it^r^er« Jil(mltc|f 
(»teid^ungen aufflellt unb bie entfpted^enbcn SK^^iU bcrfelbcn ju^ 
fanttnenabbirt; fo erl()a(t man bie (SUidfim^: 

worin ftcb ba$ 3et(||)en £ im ^weiten Zt)txU md)t bloS auf hk 
Arbeit aller SJangentialfornponenten ber auf jebeä SKolefut wir» 
fenben Ärdfte, fonbern aixö) auf alle biefe SSRoIefut felbfl erftrecft. 
3n biefem jweiten Sbetle ber ©leid^ung fommcn fon>ot)t bie \>on 
ben aufern, al8 bie oon ben rnnern Äraften l)errut)renben JÖuan« 
tit&Un Zxbtit t)or. SBenn aber in ber SSorauöfe^ung eineS feflen 
Stixpai bie gegenfeitigen Entfernungen feiner ^5Dlolefule ungeän« 
bert bleiben/ fo jinb bie t>on ben mnern Gräften b^rrübrenben 
Quantitäten Arbeit mä} §. 34 gleidj 9?ull, unb e6 bleiben^ folglich 
tn bem jweiten arbeite ber ©leicfeung ber lebenbigen Ärafte nur 
bie iCluantitaten Arbeit übrig/ roelcbe t)on ben äußern Ärif ten 
^errubreu/ wie bie ®cmd)U ber 9Rote!ule unb bie t^on ben S5e^ 
riibrungen be« httxad^Men Äcrper6 mit anbern JtJrpern b^^^nib' 
renben äBirfungen. (Spater werben wir bie 9R6glicbfeit unb bie 
?Diittel jur äöerecbnung ber üon biefen legten Äröften berrubren^ 
ben jEluantitdten Arbeit mi)€t nacbweifeu/ unb fur^ben Äuaenblicf 
mag bie Xufflellung be6 folgenben ?)rincipe6 genügen / namlid^ : 
baf bei ber Bewegung eineö feften ÄorperS/ beffen ÜRolefute bie^ 
felben gegenfeitigen 2Cbflinbe t)on einanber bebalten / baS ?)rinci^) 
ber Uebertragung ober 9Äittbeilung ber Arbeit/ wie für einen ein^ 
jelnen materieKen 9)unft ftatt finbet/ b. b- bie 3unabme ber 
Summe ber lebenbigen Gräfte jwifcben jwei beliebi- 

fen Tfugenblirfen ber SSewegung ift glcid) ber 35ifsf 
erenj jwifdf^en ber »ewegungö^ unb SSäiberjlanbö- 
arbeit ber auf ben Äorper wirfenben a^ifern Ärdfte. 

CSIetcbungen ber SSewegung etned freien feften Jt6cperl. 

§• 36. SBenn man bie JBewegimg eine« feften ÄorperS oolt* 
ftdttbig befiimmen will/ fo i{t bie (^lei^ung ber lebenbigen Gräfte, 
worin ba6 t)orbergebenbe 9tincip entbalten ifl, im Allgemeinen 
|ur Xuflofung biefer Aufgabe nidbt binreid)enb. Denn benft man 
pdS> brei recbtwinflige/ mit bem Äorper feft wrbunbene Äoorbina« 
tenareu/ fo ifl jur \)oU|ldnbigen SBejlimmung ber SBewegung biefe« 
it6r)>er6 erforberlicb/ bafi man jeben 2Cugenblid( bie Siiä)t\xm bie« 
fer beweglicben Tlxtn, fo wie bie &age tbre§ beweglidf^en TCnfang*» 
i^unfte« gegen brei fejie Äoorbinatena^en Unnt, wop aber erfor*? 
bert wirb/ baf man bie SBertbe fecb« t)eränberli(ber mHtn, nim< 
lieb bie Äoorbinaten be6 beweglicben ÄnfangSpunf teö , ferner ben 
Sßinfel ^/ wel4)en bie bewegltcbe ebene ber xy mit ber feften 
&tnt ber xy bilbet/ bann ben SBinf el e, weld^en ibr £)ur^f(l[)mtt 
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mit bet Tixt bet x iilUt, unb ben HSinUl x t^tint, rotten bet» 
felbe J)ur4)fd)nitt mit ber 3C]ce ber xi bilbet. 

Wlan tann auö) auf eine anbere SEBeife jeigen, baf, wenn bte 
Sage beö beroeglid^en Änfang^punfteS beflimmt ijl, bie JRidi^ttmg 
ber benjegficben 2C]cen nur \)on brei SSerdnberlic^en abbangt; benn 
bie neun Äoftnuffe ber SBinfel/ welcbe bie beweglicben Ttxcn mit 
ben feilen 2Cj:en bilben , ftnb burcb fecb§ SSebingun^ögleid^^ungen 
mfteinanber t)erbunben (§. 28) unb eö bleiben fotgtidb nur noc^ 
brei biefer Äofinuffe ju bejlimmen« 

2)a bie 8age beö Ä6rper6 alfo r>on fed)S aScranberli^en ab* 
bin^t; fo finb jur tJoUjfanbigen Äenntnig feiner SSeiregung^ fedf)« 
®Ieid(>ungen erforberlicb, welcbe bie SBertbe biefer fecb^ SSeranber^ 
lieben afö gunfrionen ber Seit ^ geben fonnen. Sn ber fotgcnben 
Unterfudbung wollen wir ber Äürje wegen x, y, z für xi, yi, z^ 
fefeeu/ inbem fid^ biefe Äoorbinaten auf ein fejleö JCrenfpftem 
bejieben. Um bie eben erwal()nten fed()6 ®leicbungen ju erbalten, 
woUen wir jundd)ft bemerfen, bag man, wenn bie innern Ärafte 
mit in 9iec^nung gebracht werben, fo bag jebeS ^oleful atö ooU 
lig frei betrachtet werben fann, wenn p ba§ ©ewicbt irgenb eineS 
biefer SRoIefule, x, y, z feine Äoorbinaten in äöejiebung auf fefle 
3Cren, F irgenb eine ber barauf wirfenben äußern, ober innern 
Ärafte a, §, y bie SBinfel, welche bie JRicbtung biefer Äraft mit 
ben fef(en 2(ren bilbet, unb enUiö) u, v, w bie jtomponenten ber 
®ef(bwinbig!eit biefee SRolefule^ nad^ biefen 2Cren bejeicbnen, na4> 
§. 17 fefeen !ann : 



(D) 



©iefe brei ®feici()ungen fonnen burdb eine einzige erfel^t wer« 
ben, worauö fte pcb einzeln wieber ableiten laffen, wenn man ben 
iBegriff ber virtuellen SWomente in Änwenbung bringt. 9Ran fiebt 
leidbt ein, bafi ba§ SRoleful in irgenb einer 9iicbtung eine febr 
f leine SSerrücfung ^s erfabren fann, weldje t>on ber ganj unab^ 
^^ongig ijl, bie eö hzx ber in JRebe ftebenben Jöewegung wirflidb 
erfdprt SRan projicire alle Ärdfte F, fo wie ibre Slefultante auf 
bie Slic^tung t)on ^s unb multiplicirc biefe ^rojeftionen burdb baS 
Clement ^s, b. b- »tan bilbe bie virtuellen SÄomente ober bie 
demente ber virtuellen Arbeit, weld^e ber febr fleinen SSerrfirfung 
t« be« SRolefuleS entfpred^en. 

SSejeid^net man nun mit 4 bie ^efc^^leunigung : 
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roclä)t üon ber Äröft Uxnx})tt, bie bie ftatt finbcnbe iöemegung 
aUein l^ert>orbnngen n>urbe^ unb tvelcbe n>tr bie 3)0 talfraft genannt 
l^aben^ beren Komponenten nac^ ben %xtn folgenbe ftnb: 

p du p dv p dw 

(0 ifl bie JRefultantc ber Jtrafte F nic^tö onberS, ali biefe aotöt* 
fraft, unb wirb bur* iai ?)robu!t au§ ber ÜRaffe ^ beöSRolefu* 
leS unb auö biefer äBefc^Ieunigung <b gemeffen. äSBejeicbnet man 

fotglid^ burd) (<I>i5«) ben SBinfet, rvtldym bie Söefc^Ieunigung ♦ 
ober btc SEotalfraft F mit ber dt\ä)tVinQ t>on is bilUt, unb bur4> 

(F8«) ben SGBinfel, wetdf^en eine biefer Ärafte F mit berfetben 
Stiftung bilbet; fo I)at man nacl) bem ?)rinci})e ber DirtueUe« 
©efc^winbigfeiten (§. 32): 



- . <[> cos (*5*) . 3* = 2F G08 (JPSs) . 8s. 

loetd^eS bie t)erlanate ©(etc^ung ijt. Saßt man barin ben ge« 
meinfdj)aftlid)en gartor 5« l^iuweg, unb laßt bann bie wiKfürlicbe 
8lid)tung üon ^^ fuccefftt?e mit jeber ber 2(ren jufammenfallen; fo 
erl^att man um8efel)rt bie brei ©(cid&ungen (D). 

SSilbet man nun für jebeö ÜRoleful 'be6 ÄirperS eine i^nlxä)t 
©lei^ung, unb abbirt bie ^entfprecbenben ac^eile aßet biefer ®lei^ 
^wngen jufammcu/ fo erl)alt man: 

(E) 2^4) cos (*8«) . is = 2F cos {F8s) . 8s, 

xoo Jxd) \>ai 3eic^en 2 im jweiten Sl^eile biefer ©leidf^ung iefet 
nid^t blo§ auf alle auf baffelbe SKoleful wirfcnben Ärafte F, fon« 
bem aud() auf alle SWolefule beS Äorperö erjlrerft. 2Cu§ biefer 
©leic^ung wollen wir nun bie jur tJoUftanbigen äBeftimmung ber 
iöeweguna be§ Äorperd erforberlid^en fec^ö ®leicl[)ungen ableiten. 

3unad)fl wollen wir bemerfen, baß ba§ SSorbergel^enbe auf 
ein beliebige^ ©i)jlem freier 9Ro(ehiIe anwenbbar ijl, unb baß an$ 
biefem ®runbe bie t)irtuellen äSerrücfungen 8s tjoUig wiUliirlid^ 
geblieben ftnb/ unb aanj unab^&ngig t)on einanber fein f6nnen. 
Aber wenn wir bie unterfui^ung auf ben gall eine6 feflen Ä6r* 
P^xi befd^rinfen unb jualeicb annehmen wollen, baß bie SUerru« 
(fungen mit bem feflen Bu|tanbe beS Jt&rperS ober ber Unoerin* 
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berlic^^felt bcr gegenfettigen Sirtffmungfn Wner SRctefuIe üemig« 
Udj) ffnb; fo t>erf4)n)inben alle ben innern SBirfungen entfpret^en* 
ben ßlemente ber virtuellen 2(rbeit (§. 34) unb e§ bleiben nur 
bie, roel^t ftdt^ auf bie Rufern Jtr^fte b^jteben/ unb folglich t|t 
ba« ?>rincip ber mrtuetten ®ef(^»inbtgferten ann^enbbat/ wenn 
man nur bfefe Jtrafte bttra<i)M. 

3Cud ber allgemeinen ©teic^^ung (E) fann man eine U'^x etm 
fad)e fpecielle ©leic^ung ableiten/ n^enn man eine ^ixtmUt üet^ 
rudung fo annimmt/ ba^ ^Ke 9Rotefule ^rallel ju einer beliebt' 
oen 3Cj:e/ j. 85. ju ber Are ber x, um biefelbe unenblic^ Meine 
@(r6^e t)orrutfen; benn ba aKbann bie fBef(b(eunigung ^ auf 

du * 

bie Are ber x ^)rDjicirt wirb, fo tft tbre |)rojeftion = "J / ^^ 

SBinfel (F8*) = a, unb wenn man ben gemeinfcj^aftli^ien ^ah 
tor »$ t)tnn)eglaf t ; fo fommt: 

2^ .^=r2Foo«a/ 

$ dt 

WO {tdS) baS 3eic|)en S im {weiten S^l^eile biefer ®lei4^ung auf 
alle auf baffelbe ^olttul wirfenbe äußere Jtrifte unb aix^ auf 
alle ?Kolefule erflrecft. 

SSerfAbrt man ebenfo in IBe)iel()ung auf bie be{ben anbem 
%x^n, fjD erl^&lt man bie brei ©leic^ungen: 

[2?.. -^ = 2Fcosa, 

(F) <2£-.^=2Fcos^, 
-, p diu 

SKan würbe übrigens biefe ©leic^unaen bireft erlj^alten ^aben, 
wenn man für iebeß SWoleful eine Keilte ÄbttfidS^er (SHeic^ungeii/ 
wie bie ©leidjungen (D) gebilbet unb bie f orref<)onbirenben SE^ctte 




balb gefd)ebe.», *•..• ^m, v»mv j«,*» o.nv— • 

mit Sortbeil angewanbt werben fann, twrjubereiten. 

aSenn man ficb erinnert, ba|l bie Äraft "" •*/ ^^^^^ ^^^ 
^>Onenten nad) ben Tfjren refp. fotgüibe ftnb: 



f du p dv f dw 
g' 'It'J '"Sf'f' <** 
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Scnav bteieniae ifl/ welche $oxx ^fftx bte Xetalfraft genannt 
a6tn; fo fSnn man tt> totl)eTQei)cnim ©leu^ung^n (F) ut 
S{0orten auibxndtn, ivenn man fagt: ba^ bte (Summen ber 
9>t.oi^(tioneR ber andern £rafte auf bret rcd^txoxnh 
ttgc ^Cren ben @ummen ber ^^roieftionen ber ZeiaU 
it-iftc auf biefelben Ären gleidj^ finb. 

2Cu6 ber ©leid^ung (£) fann man oud^ eine ü^x einfad(^e 
@(Ut^ung ableiUn, menn man eine toirtuelle SSerriicfung \üa\)U, 
welcl^e oon mer unenbltc^ fleinen Stotation um eine beliebige 
TtxCf }. JB. um bie Tlxt ber or, b^i^i'u^t^t. S)enn n)enn ^ ben 
tmenbtid^ fleinen SBinfel be}ei(bnet/ meieren ba6 i)on einem belie^ 
hi^en 9RoIefu(e beä @i)fleme6 auf bi^ Siotationöare gefüllte 9>ers 

Senbifel befd[Hreibt^ fo bat man für ba$ Clement ber Dirtuetten 
[rbeit ber auf biefeö SRoleful wirfenbe Äraft F: 

Fco8(F5«).rH/ 
iinb bi< (SUeid^ung (E) t>em»anbelt jtcb in fotgenbe: 

£ - . * cos (<I»8ä) . r9A^ = 2F cog (F*^) . r^, 

2^ ber Safter H allen @liebern gemeinfcbaftlicb i^, weil bie 
fBen>egting bie £)rebung eined feflen £or))er$ um eine Xre ift; 
fo erbalt man, wenn man biefen gemeinfcbaftlid^eu gaftor bi»* 
megfj^t: 

(G) 2 2. 4, C08 (*8ä) . r = 2F cos (F8j?) . r. 

9&r bie 9lotationdben>egung um bie beiben anbern Tlxtn erl^ieUe 
tfwn jwei ®Iei(bungen t)on ^bnltcber ^orm^ bie aber toixllid} ))on 
etnanber t>erfcbieben ftnb/ fo bafi man folglicb bie ^ur m^ll^inbi« 

Jen »eflimmuttg ber SBewegung beö Ä6rj)er6 erforoerlicben fedj^« 
$(ei(bungen })at 

SBenn eine Äraft in jwei anbere, aufeinanber fenf xti^U 
iCrafte jerlegt wirb , wovon bie eine in einer burcb bie 2fre ge« 
legten ebene liegt, «nb bie anbere auf biefer (gbene fenfred[)r ijl; 

fio wirb biefe (entere burcb F cos (F^s) auSgebrucft/ weil ibre 
JRicbtung bie \)on ^s iit. 3n ber 9Red)anif nennt man aber ba« 
9)robuft au§ einer Äraft unb aii§ il)rer Entfernung t>on einet 
2fre baSÜRoment biefer Äraft in SSe^iebung auf biefe 
TLxt, unb ba bie Sticbtiuig t>on ^s, welcb^ bie ber legten Äom- 
pomnU iji, auf bem *^albmeffer r fenlredt)t ftebt; fo mißt biefer 
•^albmeffer i^re Entfernung t)on ber SRotationöare , welcbe auf 
bem .^albmeffer r fenfrecbt ifl/ unb folglich ijl baS ^robitft 



auf bte 
brudPett 
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Fcos(F9»).r baS 9Roment ber Itraft F in 93e)te^img 
Slotarion^are. ©te brei ®(et4^ungen t)oh ber gorm (G) 
alfo aud: bag bte (Summen ber SRomente ber iugern 
itr&fte in eette^ung auf brei recbtwintlige Hxtn 
ben Summen ber SRomente ber Sotalfrafte in Se» 
SteMng auf biefelben ICren gleich finb. 

3ur SSoOenbung ber TCufl&funs unferer Aufgabe ^ittm wir 
nun hM nocb bie ®r6fen u, v, w, etc. aK ^unftionen ber 
fecbS SSerdnberlicb^n, woDon bie Semegung be§ @9f!emeS ab« 
ilingr, n&mti(^ ber JCoorbinaten beS beweglichen %nfang$)>unfM 
unb ber brei SBinfel 3, e,Y, »efcbe bie Slic^tung ber ben^egfi« 
eben Xren gegen bie fejlen «ren befh'mmen/ auöjubrücfen , bann 
bie fec^d £itferen)ia(g(ei(t^ungen, melcbe man gwifd^en ber Bdt 
unb ben 2)iffcrenjialen biefer fec^^ö SJeranberfidj^en erl^ielte, ju in« 
tegriren^ unb bie loillturU^^en JConflanten nad^ bem atö befannt 
9oraudgefe(ten anfänglichen Suflanbe ber IBen>egung }u be« 
^mmen. 

X>a bie in Stebe fte^enben fec^S !BerdnberIi((^en alfo ali ^unh 
Honen ber Seit bur(b ebenfoi»ieIe t»erfd^ie^ene ®{eidl)ungen gege« 
ben »erben/ fo ijl bie 8age beö @9ft««ne* ieben Xugenblicf tooB« 
ftinbig beflimmt/ toorauS folgt/ ba§ jebe anbere ®leid^ung/ n>et4^e 
man burcb eine neue SSa^t oirtucUer SSerrucfungen au$ ber @Iei« 
dt^ttng (E) ableiten f6nnte/ notlS»n>enbig auf eine ber @(etd[^ungen 
(F) unb (G) jurürffommen, ober fid(^ aiii i^rer Serbinbung ab» 
reiten lajfen muf te. 

§. 97. Die aus ben Gleichungen (E) burC^ bie iSetrac^tung 
einer virtuellen 9iotationSben>egung abgeleiteten Gleichungen (G) 
laff.^n fid^ aucb unter einer anbern Jorm barjlellen. ©enn wir 
iS^aben gefe^ieU/ ba^ man bei ber flSerec^nung ber Elemente ber 
3Crbeit für bie Quantität Arbeit einer atcfultante bie (Summe 
ber iQuantitJten Arbeit i^rer Jtomponenten fe^en fann. SBenn 
olfo X/ Y/ Z bie £om))onenten ber Jtraft F nadj^ ben Zxtn unb 
ix, iy, iz bie t>on ber betrachteten t)irtuellen Serräcfung l()errul^ 
renken unenbltc^ f leinen Sunabmen ber^oorbinaten be& XngriffS« 
puafteS ber Äraft F bejeic^nen, fo finb Xix, Y^y, Z82 bie Cle« 
mente ber 2Crbeit ber brei ^om))onenten/ unb man l^at: 

Fcos(F85)8*=XJy+YJy+ZJx, 

unb ba auft einem d^nlic^en ®runbe bie A0m)>ottenten ber Jtraft 
£• <J>' folgenbe finb: 

p «hl f dt p dm 

fo 1}at man : 
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9 9 dt ^ g dt ^ ^ g dl 

Sßenn man junaclS)jl bic toon einer JRotationSbewegung um bie Are 
bcr z jj^errül^renben üirtueUen SSerrucfungen bittac^tet, 5^ wieber 
bcn t)ön bem auf ber 3Cre fenfred&ten 9iabiu§vef tor r befc^riebenen 
uncnblid^ Keinen SBinfel bejeid^net, unb bie äSBenjegung von ber 
Tlxt ber pojitit>en x gegen bie ber poftti\>en y ^att ftnbet; fo 
f)at man: 

X y 

82=0/ dy = ^s — = 3:81)/, 8ar = — 8^ — = — yd^, 

weit ^/ -^ bie Äojtnuö ber SSBinfel ftnb, weldi)e ber 8labiuSt)eftor 

r mit ben Ären ber a:, y bilbet, ober bie ©inuS ber SBinfel, 
welche berfetbe Slabiuötoeftor mit ben 3Cren ber y, a: madj^t, unb 
3s = r8i)/ i jl. 

^Hxnad) tjenoanbett jtdf) bie ©leid^ung (E) in folgenbe: 

unb für bie t)irtucnen JRotationöbewegungen um bie 
/ii\ / beiben anbern 5Cren fanbe man ebenfo: 

Unter biefer gorm ^jflegt man gewol^nticb bie brei ®teid)ungen 
ber ^Bewegung anjugeben, meldte bie ®leicbl)eit jn)ifclf)en ben (Sum- 
men ber SRomente ber beiben betrad&teten TCrten X)on Äraften, 
namlid) ber andern unb ber SJotalfraftc au^brudPen, n)eld)e icbem 
?)unfte bie JBemegung ert^eilen f5nnen, bie berfelbe wirf lieb an- 
nimmt. 25ie Jfuf^abe ijl burcl) ba§ ©ppem ber ©leid^ungen ^F) 
unb (H) »oUpanbig gelojl, wenn man bie ®r5gen u, v, w, x, y, 
z, etc. al§ Swttftionen ber fed)§ SScranberlic^en auögebrudPt l^at, 
n>ot)on bie ßage beS ©pjtemeö abfangt. 

^vincip über bie SSetoegung be§ @d;tt)etpunftc6 eines 
feflen Körpers. 

§. 38. Unter bem ©cbmerpunfte eines ©pfiemeö mate^ 
rteUer 9>untte t)er{tel|>t man einen iwifc^en ii^nen liegenben $unU 
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t)on fotd&et iBtfc^affenl^eit, ba§, wenn 1/ i?, ^ We Äoorbinaten bef« 
felben unb ar, y, z bte eine« beliebigen materiellen 5)unfte8 *eS 
Sv^pemeö bejei^nen, man bie ©leid^ungen \)at: 

»oraufi folgt, wenn man bte »enner fortfcl^afft/ baß bte ©iimme 
ber 9)robufte, welche man erl)dlt/ wenn man baS ©emicfet eine« 
jeben materiellen ?)unfteö mit feiner ©ntfernung bon einer ber 
Äoorbinatenebenen mutti^)licirt , bem ?)robufte ait§ bem a:otal8es 
xoxijU be« ®9peme6 unb bet ©ntfetnung beS @<l(m^rpnnfteS »on 
berfelbcn Gbene gleidb ip- 

2Benn man bie Komponenten ber ®efdS)tt>inbigf eit b« @db»>er=^ 

punf teö, b. ^. bie ®r6|ien ^/ ^/ § refp. mxi ü, V, W bejeidb^ 
net; fo mani 

unb wenn man bemerft, baß: 

Fcosa:=X, Fcos^ = Y, Fcosy = Z 

ip, fo i>erwanbeln fid^ bie ©leidf^ungen (F) in folgenbe: 

(I) f2£.=2X, ^2?L = 2Y, ^St=zz, 

^ ' dl g ' dt g ' dt g 

meldte nur nodi) bie brei SSerdnberlic^en U, V, W, ober bie Äo- 
orbinaten k, n, i, wotjon biefe ah^an^zn, entl^alten unb auSbru« 
cfen: baß fi dt) ber ©clE)n)erpunft eineS fejlen Äftrpet« 
gerabe wie ein einjelner materieller S)unft bewegt, 
beffen ®ewicl[)t bem a:otalgewid[)te be« ©pfleme« 
ober Ä6rper§ ateidb ift/ «nb auf weldf^en alle paral^^ 
lel ju fid) felbjr in biefen ?)unft »erlegten auf ben 
Äorjjer wirfenben iußern Ärdfte wir!en; benn biefe 
®leicf)ungen ^aben biefelbc gorm, al8 bie ©leidbwng^n (D) für 
bie S3ewegung eine« einjelncn materiellen §)unfte§. 

©j)iter werben wir feben, baß biefer Safe nidS^f blo8 fär bie 
äBewegung zxm^ «njelncn fejlen Äörper« , fonbern unter gewtffen 
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Äebingungen ber greil^ett ber SBcwegtin^ im TtUgemcinen äutt> fftt 
ein belicbföcS ©pjlcm fcjlet Stbvptx gilt, unb unter bct S3enen< 
nung: 9xincip bet jBewfgun^ beS ^^^etpunltti be^ 
fannt tjt. 

3tuö bicfcm Drfncipe folgt: baß, wenn ber ©dl^werüunft eine 
getdWfni^e unb gleieJ^fJrmige JÖewegunä Ht, ixt äußern Athftt 
t)en JBcbmgungen be§ ®teid[>gewict^te« öeiragen muffen, unb trai 
umgef eifert, wenn biefe S5ebingungen erfuK*^ »erben, bie JBewegung 
beö @c^werpun!te§ gerablutig unb glWdJjffttmtg ift. 2)enn im er« 
ften %atit ^rftl[)ft)fnbfn befanntHc^ bie erftin ä^eile ber ©leid^um 
gen (I), folglicb auc^ bie jweiten Z^eiU berfetbeft, unb biefe ®UU 
Ölungen brücfen aKbann ofaS^ J)aß blfe »araÜei ju ftcb felbji in 
ben ©^werpunft berte^teh Äußern Ätdfrt tine älefultante =0 
IJ)aben, ober ba| biefe m ben ©c^whr^junft t>erftgten Gräfte ein« 
anber bat ©fetfl&ä^AiS^t Ratten. Sm gn>«ten gaKe »erben be- 
fanntlicb bie jweiten ai^eile ber ermahnten ©leicbungen = 0, folg« 
Iic|) aud^ bie erjlen SEI^eile berfelben, unb mitl^in 1)at ber @c&»er« 
^Uhft eirtt gitabttttige ^teigförmige S3^»egurtg. 

ÄüS ben (Sleid^un^en (ä), »elc|ie bie jR:oorbin«ten §, »?, 4 
bed ©(^»etpunfte^ bepimmen, erbeöet, baß biefer ?)unft in beut 
Äor^>er eine fefte ober untjeranberlid^e Sage i)at, ^inb »enn mfin 
für einen gegebenen Xügenblief bk ia^e unb ^ef^wmbiafeit bie* 
fe§ ?)unfteS fenht; fo geben bie (Steigungen (1) biefe Sage unb 

tefifc.winbigfeit für einen beliebigen 2Cugfnblicf. ^m t>oHtlanbigen 
'eftimmun^ ber S5e»egung be6 fejlen Äorperö l)at man fotgli* 
Möö uo^ bie JRotationlbe»e$uhg bejfel6 num feinen @cl[|»er<)unft 
|ü bejiimmen, ünb ol^gteid^ »ir l^kx nicl)'t in alle einjelnt)etten bet 
Äü|l6fang btefe}: %ufaaU eingeben fonnen; fo wollen wir boc^ 
wenigpenS bie SÄogli^^eit biefer 5Cufi6fung ju jeigen fuc^en. 

3li bem 3werfe fartn man iunat^ft b(e fldf) auf einen feffen 
RnföngpS^ünft bejitM^^rt ÄborbirtAtert *, 9, z in artbere Äoorbi« 
natcn x'^ y'y t' trerwänbeln^ xotiüjt ffd^ auf ben jum Xnfanp^ 
(punfte eine6 ©ppemeö beweglid)er ju ben erfien paralleler Äjren 
geÄommeneti ©d^tberpuhft bejiel^ett, unb ^\x biefeni a3ebuffe 5 + ^'/ 
n-^fj 4 + z'/ tefp. für X, y, t, fo wie Ü + t«', V+t?', W+*ö' 
ref^. fuc », «y w \ztsm, »0 «^ i^', ^' bie Komponenten ber ©e« 
WwitTbigfltt in »ijie^ung auf bie beweglichen Tittxi nadf^ biefht 
?C]cett bejetd^nen. 

i)Ä le? ©löÄ^t-pliVtlt ber 2(nfand§puntt ber Äoorbinaten x*, 
fp z^ i|l; fö l)df ^dn näö[j b^n bur^ bie ®leid)ungen (Ä) gege« 
b?fl^h {fflftt^en boh "i-, n, ix 

unb mit]()in, wenn man in a5ejiel()ung auf bie Ztxi bifferertjirt : 
Spa' = 0, SpD' = 0, Spto'=0, 
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Sermttte(f[ btefer Stetationen unb ber (äleic^^ungen (I) rebuciten 
ftcti bie ®(eid|^ungen (H) auf; 

©a biefc ©Icii^ungen feine SBerdnberltd|)en entj^alteii/ »eldS^e ftc^ 
auf ben @clf>n>er<)unft bejte^en, fonbern bIo8 folc^e 8Ser5nberlid(>e/ 
bie ftd(> auf bie burc^ ben ©c^werpunft gelf^enben beweglidfjen 2Cren 
bejiel()en; fo folgt barauö: baß bie äö.eweaun^ be§ Ä6r- 
perö um feinen Qd)tt>txpvLnft eben fo beltimmt wirb, 
wie wenn biefer ©c^werpunft fejl wdre. 

3n biefen legten ©leid&ungen mußte man nun aüe SSeranber^ 
lidS^e, beten Änjal^l ba6 25reifac^e ber Änjal)! ber SRolefule ift, 
inxä) brei unabl^ingige ®r5ßen auSbrudfen, tod(f)t bie 8aae beö 
Ä6rperö beftimmen, wie j. 85. bie brei fc^on erwdi&nten SStnfet 
^/ «/ X' ®^ ö&^^ ^i^f^ Änalpfe ettt>a^ forttplicirt ifl, fo woUen 
wir I)ier nid)t weiter barauf eingel)en, jumat ba e§ ffir unS in 
ber ^olge genügt/ ^ei^i^t ju JE^aben, baß bie S3ewegimg be& ^^r- 
!per§ bat)on abb^ngt, wermittelft ber fec^S ©leid^ungen (I) unb (J) 
Uä)^ ajerdnberlicl[)e aU gunftionen ber ^tit ju bejtimmen. 

3um ©d^tufff» wollen wir nodS) bemerfen, baß bie burc|> bie 
®leidS)ungen (J) au^gebrudf te ^Rotationsbewegung be§ Mtptx^ um 
feinen ©d^werpunft nid)t gednbert würbe, wenn man in baS ©p« 
ilem ber Ärdfte noc^ anbere burdj) biefen ©ci{)wer))unft ge^enbe 
Ärdfte einfül^rte. 2)iefe§ folgt auS ber gorm ber jweiten Xl)eilt 
biefer ©leicbungen, unb barau§, baß bie Äoorbinaten beö ©Awer? 
pun!te§, auf weld^en bie neuen Ärdfte nad^ ber SSorauSfefeung 
wirfen follen, in S3cjiel[)ung auf bie 2f]cen ber 00/ y', z' 9luU ftnb. 

tierau« folgt ferner, baß bie relatit)e ^Rotationsbewegung wxa ben 
c^werpunf t nic^t gednbert würbe, wenn man auf biefen ©c^^wer^ 
Vunft Jtrdfte wirfen ließe, wobur4) berfelbe Kxa äujlanbe ber 
^\x\t erhalten würbe. 



©letd^etüicl^t unb ^eqtiiMlenj ber auf einen feflen Äßrpet 
»irfenben Äräfte. 

§. 39. SSRan fagt: baß bie auf einen fejlen Ä6rpet wirf enben 
ÄrÄfte im ®Ieic& gewichte ftnb, wenn fte biefem al6 ru^enb 
\)orau^gefcfeten Äftrper webcr irgenb eine SBeroegung txtUiUn, 
no(^, wenn er ftdS) bereite bewegt, biefe äöewegung t)eranbern 
f5nnen. 

SBir wollen ben aUgemeinjten galt betradf^ten, wo berÄJrper 
bereits eine gewiffe JBeroegung ^at, itnb annefjmen, bafi an bem? 
felben ein neiiea ©ppem toon Äraften angebracht werbe, es be« 
jeid^ne Fi irgenb eine biefer neuen Gräfte unb Xj, Y^, Zi feien 
bie Komponenten berfelben nad) ben 3(]cen; fo muffen biefe Kräfte 
in bie ^weiten Sl^eile ber ®letdS)ungen (F) unb (H) ober (J) eim 
gefül^rt werben, weldf)e aföbann bie ^Bewegung beö K6rper6 unter 
ber SBirfung ber urf^rünglic^en Kräfte unb ber neuen eingefubt« 
ten Kräfte Fi au6briirfen. ©oU nun biefe ^Bewegung mit ber 
«rfiprun9lid()en iitnti^ä) fein, b. 1^. foUen bie Kräfte Fi im (Sleid^« 
gewichte fein; fo ip erforberlic^) , aber aud) ^inreid)enb, baß bie 
fid^ auf biefe Kräfte bejiebenben Summen in ben jweiten Z\)e\Un 
ber angeffil^rten ©leid^ungen t)on felbjl t)erfd)winben, woburd[) man 
bie folgenben fed^^ SSebin^ung^gteic^ungen erl^alt: 

2X1=0, 2Yi=0, 2Zi = 0, 
2(a:Yi-yX,) = 0, S(yZ, ~2Yi) = 0, 2(zXi-xZ|)=0, 

welche für baS ©leid^gewid^t ber Kräfte F^ nbtl)wenbig, aber audfi 
lj)inrei(l^enb finb. 2)ie Snbiceö fann man ber Kurje wegen bin* 
wegtaffen, unb alSbann f)at man .für ba6 ®lei4)gewid&t eines be« 
liebigen auf einen fefien Korper wirfenben @9Jleme6 toon Kräften 
F bie fed[)S ^Relationen: 

SX=0, 2;Y=0, 2Z=0, 
2(a:Y — »X) = 0, 2(yZ — zY) = 0, ^(zX-x2S)=0. 

S)ie brei erften brudenauS: ba^ bie @ummen ber Kompo« 
nenten nad^ brei beliebigen red()twinf tigen Ären 
Slull finb, wo bie nad^ einem bejtimmten Sinne, j. 85. nad^ 
bem ber pofitit^en Koorbinaten, geridS)teten Komponenten alö po« 
jttit) unb bie naä) bem entgegengefe^ten Sinne gerid(rteten alS ne^ 
gatit) betrachtet werben. 

Um bie brei lefeten ber t)ort)ergel)enben ®leidf)ungen auf eine 
einfa^e SBeife au^brücfen ju fSnnen, bemerfe man jundd^ft, baf 
ber Ttnfang^punft ber Koorbinaten x, y, z ganj beliebig ijt, unb 
wenn man ferner mit F' bie ?)rojef tion ber Kraft F auf bie 6bene 
ber xy , mit r' bie Sntfemung bed 2(nfangöpunfte« t)on biefetr 
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f)roiffHon unb mit a b«Q 8tnff( (ejfidbqft/ ^i^m \^^^ 9^ 

leftion mit bcr TCre bet x bilbet; fo fat man: 

X = F'cosa, Y = — F^sina, a: = r'sina, y^sr* co^cl, 
iporaud ftc^ Uic^t ergibt; 

yX— äY=FV: 

9ltin ift ober FV bad 9Roment ber itraft F in JBeuel^und 
auf bie 2(}:e ber z, unb ifl in ber Zl^at %U\i} bem ^roburte <iu4 
ber Entfernung r' ber Are ber % t>on bem Ängriff^punfte ber 
J^raft F unb a\\^ ber Komponenten »eldS^e ttuf ber burd^ biefe 
Are unb burc^ biefen Ängrijföpunft gel^enben Ebene normal ifr 
Sßir t)aben aber bereite in §. 36 bemerft/ baf biefed te|te fJro- 
butt bad fO^oment ber Kraft F in S3e}ie]()ung auf ^it 
%xt ber z genannt wirb, unb ebenfo ftnb bie ©roßen yZ -— zY, 
iX— ^Z, mit bem geböri^en 3eid&en genommen, refp. bie ÜRo^ 
mente ber Kraft F in IBejte^un^ auf bie 2(re ber x unb ber y. 
2)ie brei in Siebe fiel^enben @Ieidt)ungen brucfen atfo m^i baf 
für ben Sali be^ ®leid^gen)i(l[)teS bie Summen ber 
SSomente ber Krdf te in SSejieNng auf brei belie« 
bige recbtn)inf lige 2Cren glet((^ 92ult finb, wo biefe 
ÜJtomente aU pofitit) angefel^en merben, n>enn bie 
betradf^tete Kraft ben K6rper um bie 2fre, worauf 
fi(b biefe ÜRom^nte bejief;en, na^h einem J&ejiin^mten 
©fnne ju brelf)en ftrebt, unb aH negatit), wenn fte 
eine Drel()ung in bem entgegengefe^ten ©inne jU 
bewirfen fud)t. 

§. 40. ÜJ?an fagt : baß jwei, fucceff{t[>e auf benfetben K6rper 
»irfenbe ©pjleme oon Kräften aqui\)alent ober gleid^bebeu- 
tenb ftnb, wenn fie biefem K6rper biefelbe ^Bewegung ertl&eilen^ 
ober ert^eilen f6nnen. 2!)ie äBebingungen aber, welche erforber^^ 
tic^ unb )uretcl[^enb ftnb, bamit bie 93ewegung biefelbe fei, befie- 
l{)en barin, ba§ bie jwetten aci)eile ber ®leid?ungen (J) unb (H), 
weld^e bie SBe^^igung be^ K6r^rö b^jlimmen, in beiben ^Sen 
einanber gleich finb. SBenn X!, Y, Z bie Komponenten irgenb 
einer ber Kräfte be« er#en @9fteme6 unb X', Y', Z' bie Kom<)o? 
«enten itgenb einer ber Kräfte beä jweiten @9Jlemeö be^eid^^nen^ 
besen 2Cngrif6punft bie Koorbinaten ^, y/ z' l£iat; fo \^t mos 
f«lgli(l() bie Sietationen: 

SX = 2X', SY = 2Y', 2Z=SZ', 

2 (orY-yX) = S (a^Y'— z'X') , S (yZ-zY) = 2 (y'Z'— zT')/ 

2 (zX— äZ) = S (Xy —ar'ZO. 

üvA ben brei erflen biefer ©leid^ungen foXgt, baf b^e algt^ 
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bvaifdl^^n Summen bev iComponenten mtb ben Tixm in beiden 
®9f}emen QWid) finb/ unb auö ben bret testen ®(etc^ungen erl^c(< 
Ict/ baf bie @umme ber SRomente ber ^r^ifte beiber @9{leme in 
SBejiebung auf brei red^^twinflige Tiun ebenfalls einanber gleich 
finb. 

j£>a bie fed^S @leic^ngen für bie SSewegung eines feften 
Ä6rpet6 intd) bie SSetrac^^tung ber virtuellen ®efcl()n)inbigfeiten 
erl^alten ftnb/ fo iji flat, bafi man burc^ baffelbe SSerfabren aucb 
^te ®lei(bungen beS ©leicbaemicbteS ober ber TCequitoalen) ber 
Jtrafte bireft bitte erbalten rönnen. 

SBenn man j. 85. auf biefe SBeife bie ©leicbungen für baö 
®lei(bgen)i(bt ableiten n>ill/ fo gebt man t>on ber allgemeinen @lei- 
dbung (E) in §. 36 auS, welcbe ficb auf baS ©lei^gewicbt eine« 
SWolefuleS bejiebt, unb auSbrucft, bag bie ®umme ber Elemente 
ber virtuellen 2Crbeit, ober ber virtuellen SRomente ber auf biefeö 
SKoleful wirfenben Gräfte glei* SRuH ijl, bilbet für aUe SRolefule 
eine Steibe dbnlicber ©leicbungeu/ beren entfprecbenbe SSbeile man 
jufammenabbirt , befcbranft bie virtuellen 83en)egungen auf bie 
mit bem fejlen Sujlanbe beS^ betracbteten Äorperö vertrdglicben, 
woburdj) bie ben 9Äolefular!rdften entfprecbeaben 2frbeitSelemente 
von felbjl verfcbwinben, fo baß nur bie ben äußern Äraften ent« 
fprecbenben übrig bleiben, unb enblicb nimmt man von ben vir^ 
tiiellen SSetpmingen/ a>eld)e ber fefie Mxpex annebmen tann, bie 
brei ju ben Ären parallelen unenblicb fleinen fortfcbreitenben SSes 
wegungen unb bie brei um biefe 2Cren jlattfinbenben SlotationSbe^ 
wegungen; fo gelangt man ^u ben n^eiter oben gefunbenen fed^S 
©leicbungen. 

SSBenn man burcb baffetbe SSerfabren bie ©leicbungen ber 
Äequivalenj erbalten wollte/ fo müßte man vorber au6 ber ©lei« 
dbung (E) eine allgemeine SSebingung ber 2(equivalenj jwifcben 
jwei auf baffelbe Sfcoleful mtrfenben ©pjlemen von Ärdften ablei^ 
ten, imb bann mit ber fo tranSformirten ©leicbung eben fo ope- 
tixm, um bie fecb« ®leidbunqen ber lle(fm^aUni ju erbalten, n)ie 
man mit ber ©leicbung (E) operiren würbe, um bie fecb« ®lei* 
dbungen be6 ®leicbgewicbteS ju erbalten. 



SRefultante etned ©^ftemed parallelet; ^v&ftc, — ^itUlpixntt parattelei; 
Ärdftc. — ©(bwerpunft. 

§. 41. @ebr oft i}at man ein auf einen feflen Ä5rper wir^ 
fenbeSSpftem paralleler Ärdfte ju betracbten, unbbieJRicb' 
tung fowobl/ aU bie ®r^e einer einzigen ^raft ju befümmen, 
welq^e mit biefem ©pfteme von Gräften aequivalent ober gleicb- 
bebeutenb ift. 

@$ fei P ir^enb eine ber parallelen £rdfte unb R bie eint &xaft, 
tveUbe bem ©pfteme ber Ärdfte P aequivalent ijl, unb beSbalb 
ibre Sttinitatitt genannt wirb, gerner feien a,ß,y bieSBinlel/ 
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iotl6)t bie gemetnfcf^afnic^e Stid^tung biefer Stifte P mit btei 
tedi^tminfligen Tlxtn bilbet, unb a, 6, c feien bie SBinfel, toeld^t 
bie Slefultonte R mit benfetben Tlxtn bilbet; fo geben bie brei er* 
ften ©(eid^ungen ber Xequito^lenj : 

Rcosa=ZPGOsa^ Rcosfr = SPcos^^ Rcosc=£Pco8 7'. 

3m TtUgemeinen »irfen mebrere ber drifte P nad) einen: 
gewiffen @inne unb bie anbete im entgegengefefeten ©inne. SBir 
xo^ü^n anneljmen, bag ^lä) bie SBinfet a, ß, y auf bie Ärdfte be* 
jieben, welche bie gr6flte Summe bilben, fo mug man für biefe 
cosa, cos^, cos.y unb für bie anbeten Ärifte bagegen — cosxx^ 
— cos.^, — cos.y nehmen j aber ba bet abfolute SJettt) tiefet 
Äofinuffe für beibe Kategorien toon Ärdften berfelbe ijt, fo Imxi 
man cos.a, cos ß, cos.y ^Vi% bem ©ummenjeid^en S ^JerauSfefeen, 
unb bie ber Ärdfte P, meldte in bem ©inne ber größten ®um^ 
men wirfen, alö poftttt), bagegen bie in bem entgegengefe^ten 
©inne wirfenben al§ negatit) betrachten. SRan l^at ifolgli^: 

R cos a ~ cos a2P, R cos 6 = cos /3SP, R cos c =: cos ^2P, 

unb menn m<kXi jum £luabrate erl)e6t/ unb bie 9tefu(tate gufam^ 
menabbirt, fo fommt: 

Ra=(SP)a folgli* R=2P, 

»eil bie burd) bie grl^ebung jum Öuabrate eingefül^rte negativ 
3Cufl6fung unjuldffig ijl. 3tiabann fi'nbet man: 

cosa = cosa/ cos6 = cos^, cosc=cosy, 

b. \), bie 9iefultante R bilbet mit ben %xzxi. biefclben 
SBinfel, aU bie Krdfte V, ijl folglid^ ju ilj^nen parat 
U\, ferner il^rer algebraifdj^en ©umme gleid^, unb 
wirft nac^ bem ©inne berer, beren abfolute ©umme 
am größten ift. 

es feien %, >?, ^ bie Äoorbinaten t\xiz% beliebigen, auf ber 
SlidS^tuna ber a?efultante genommenen ?)unfte$,' fo geben bie brei 
legten Jöebingungen ber 2Cequit)alenj : 

(§R cos 6 — ijR cos a) = S (arP cos ^ — yP cos a) , 
(>7R cos c —^ cos 6) = 2 (yP cos y — zP cos ^) , 
(^R cos a — §R cos o) = S (zP cos a — arP cos y), 

ober m'elmel[)r: 
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R(5 cosfc — 1? cos a)= cos/}ZPar — cos dZPy, 
R (n cos c — J cos 6) = cos ySPy — cos ^2Pz , 
R (? cos a — 4 cos c) = cos aSPz — cos ySPor. 

^ SSon biefen bret ®(etd^ungen ftnb nur jnoet )>on einanbet un^ 
abl^dngtg/ unb c§ Idßt fic^ j. ®. bie britte au§ ben beiben anbern 
abletten/ wenn man bic erpc mit cos.c ober cos./, bie jweite 
mit cos.a ober cos.« multiplicirt, bie^robufte äufommenabbirt 
unb bann bie refuUirenbe ©teid^ung burc^ cos b ober cos^ bit)ts 
birt. (SoU folglich bie Äraft R, beren 3ntenfitit unb Siic^tung 
üori^in bejlimmt ijl, bem ©pfteme ber Gräfte P t)6lli9 äquivalent 
fem ; fo genügt eö , baß fie burd) einen ^unf t gebt, beffen ^oor^^ 
btnaten iweien ber bret legten ©leicbungen genügen. 

2)iefen ©letc^ungen wirb aber genügt, wenn man bie 3feta^ 
tionen IS^at: 

R§ = 2Pa:, Rn=^y, R^ = 2:P2, 

unb jwar, weld&e gemeinf(f)aftlicbe 9fid)tung bie Gräfte P unb R 
aud) l^aben mögen. 2)er ?)unft, beffen Äooroinaten §, ri, 4 burc^ 
biefc ©leidbungen bejtimmt werben, Ifrat folglicb bie merhoürbige 
@igenfc()aft, baß bie Slefutrante ber Ärdfte P immer burd[) biefen 
?)unf t gebt, wenn audb biefe Ärafte bei benfelben Sntenptaten unb 
benfelben Ängrippunften il)re JRic^tung beliebig dnbern, inbem 
fte jcbod[) parallel unter ftcb bleiben, weöbalb man biefen ?)unft 
bcn ÜRittelpunft ber parallelen Ärdfte nennt. 

SBenn bie drifte P bie ®mxd)te ber üJlotefule be^ Äorpere 
finb, fo wirb ber SRittelpunft ber parallelen Gräfte ber @ d) w e r* 
punft be§ Äorpera genannt. 25iefer ?)unft, beffen Äoorbinaten 
burd^ bie gormein: 

feeftimmt werben, weil R = 2P ijl, iböt bie gigenfcfeaft, baf bie 
Slefultante ber ®ewid[)te ber SKolefule be$ Ä6rper6 immer burc^ 
benfelben geben muß, wenn ftd) bieJRicbtung biefer ©ewic^töfrdfte 
gegen ben Ä6rper, ober wa§ baffelbe ifl, wenn ficf) bie ia^c be§ 
Äorperö ^egen bie »ertifale Slicbtung, weldtje jugteid) bie bet 
©df^were ift, anbert. ©urc^ biefe Formeln wirb bie ©efinition 
beö @(IS)werpunfteS gered^tfertigt, weldbe wir bereit« früher bat)Ott 
gegeben f)aUn, aU wir benfelben blo§ M einen geometrif^^en ?)unft 
oetra4)teten, beffen 8age burdb bie obigen gormein befttmmt würbe. 
3>ie @ummen ZPx, HPy, SPz, mlä)t bie Ah\)Ux ber SBertl^e 
t>on kf Vf i bilben, werben bie Summen ber ÜRomente ber ©e* 
wid^^te ber SRolefute bed £6rperd in i^e;iel()ung auf bie Ebenen 
ber yz, xz, xy genannt. 
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SBenn ^^r htttadfUtt Mhtpet in aHea feinen SO^Un ^otno'^ 
gen tjl/ unb folgtldj) bie ®mid)te feiner ©lemente ilf)rei9 SSolu^ 
men pro})ortionat finb; fo fonn man, wcnnV baS gefammte SSo* 
(umen beS i£6fper« un^ dv ein unenbttd^ fleined (SUmtnt biefed 
So(umen6 bejetdl^net/ fe^en: 

190 bie Summen ^Lxdv, Zydc, Zzdo bie Gummen ber SRomeme 
bet SSotumenelemente in JBejie^)ung auf bie ebenen ber yz, ^er 
xz unb ber xy genannt werben. 

Um bie ©ummation t)erri^ten ju f6nnett/ muf man im M=f 
gemeinen dxdydz für dv unb ba6 3eic^cn ber breifad?en Sntegra- 
tion in S3ejie()ung auf bie brei aSerdnberlidf^en x, y, z ^\xx baö 
©ummenjei^^en S fefeen. Aber wenn man annimmt, baß in jeber 
ber t)orl)erge^eni>en S'^^wln bie beibein erjlen 3n{e^rationen »er- 
rict^tet ftnb, unb man bejeid()net mxi Vx, üy, ü^ bie glacben ber 
j)^urd[)fd^iiitte be$ ^orperd mit Sbenen, welche ref)^. auf ben 2C):en 
ber X, ber y, ber z fenfredf)t unb um bie gangen x, y, z t)om 
ÄnfangSpunrte entfernt finb; fo l&at man: 

/ Uxxdx I Vyvdy / V^zdx 

q ^ f 11 y , ^ — , 

»0 bie 3ntegration8grenjen x^ unb X, jf» unb Y, «^ unb Z bie 
Äoorbinaten ober bie Entfernungen ber ben Äorper begrenjenben 
ebenen t)om 2(nfangS)punfte ftnb. 9Ran barf l()ierbei iebod^ nicbt 
üergeffen, baß bie Äoorbinaten x, y, z in biefen gormefn mit bcm 
entfpredf^enben 3ei4)en genommen werben muffen, unb wenn i.S5. 
bie ebene ber yz ben Äorper in jwei 3^beile tbeilt; fo ijt z für 
ben obern %i)txl biefer @bene ^»ofitio unb für ben untern 
%1c^txl berfelben negatio. »^ierauö folgt, baß, wenn bie ebene 
beryz benÄftriper m jwei f 9 mme trifdb^ Sl^eite tl^eilt, bieCle^ 
mente V^dx paarweife einanber gleid^ unb oon entgegengefefetem 

3ei4)en ftnb, fo baß ba§ ^nU^xatj ^ IJ^^dx, unb folgtid^ 5 ^^ 

auf 9ltta rebucirt; b. 1^. in btefem %aUe liegt ber (Bd)totxpunH 
in ber ebene ber yz. @o oft alfo eine ebene ben it&rper in iwei 
f9mmetrif4)e SEIl^eile tlE)eiIt, liegt fein ©d^wer^unft in biefer ebene; 
benn man f6nnte atöbann biefe ebene ju einer bet üoorbinatem 
ebenen nehmen, unb bie obigen @(t)litffe wieberl^olen. äBenn man 
brei iDerfdl^iebene ebenen fennt, wooon jebe ben J:6rt>er in jwei 
f^mmetrifcl^e Xf)txU t^eiit, fo muß ber &d)totxpnntt beffelben auf 
ieber berfelben, unb folglidS^ in i^x^m gemeinfdj^aftlidj^en ^mdf^ 
f(l()nitt6))unfte liegen. 
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jpft Ht man Mbm^ J» b^«*t^n, mläft jjf ifc^» iwi fr^nr 

wenig t)on einanber entfernten paxaUeUn ebenen liegen, unb fe^r 
^ixnne fXatten ober @(|^eiben bilden , n>f(d^e man bei b^r jBeflim^ 
mung il^reS @d^n>er))unfted atö nur üfDei i^tmenftonen l^aben^ 
betvad^tet. 9ltmmt man i. S3. I^ie ebene %lad)t eme$ fo(4)en fel(^v 
^Vnhen J(6r)>er$ ju ber Sbene ber xy, fo ^at man b(o6 : 

wo V bie ®r6ße btefer ebenen %\h^z, ü,, Uy bie gangen ber \U 
nearen 2)urc^f4)nitte berfefben mit ebenen , meiere in ben ^X[t« 
fernungen oc, y oom Änfangefpunfte auf ben 3Cren ber a:, y fcnf« 
rerf^t finb, bejeic^nen/ unb x^, X unb y^, Y bie Sntfernungen ber 
?>araUelen ju ben 2(ren, welche bie ebene ?fl3cJ?e be6 Ä6rper$ be* 
Sren^en, t)om Änfang^punfte ftnb. 

S3eb>egung eines beliebigen ^^ftemeS fefler Körper ober 
einer beliebigen SWaft^inc. 

§. 42. 3m 2Cllgemeinen üerjiel^t man unter bem^ 2fu8bru(fe 
aÄafdbine ein ©pjtem einanber berül^renber fejler Ä6r})er, wel- 
4)e$ )ur Uebertraaung ober Sort)^|lan}ung ber 2Crbeit gewiffet; 
Gräfte benimmt ip. 3ur Sle^tfertigung ober ©rlduterung biefer 
JJefinition ifl e8 notl^wenbig, bie ®leic()ung ber lebenbigenÄrafte, 
weld^e bad ?)rinci)) ber Uebertragung ober gortpPaujung ^ber Ar? 
beit tnt^ait, auf ein @9Jiem einanber gegenfeitig berubrenber 
jRorper ju erjlrerfen. 2Benn man einen ber Ä6rper betrachtet, 
ko^raud bie !D{afcl()ine befielt, fo l^at man nad^ §. 35: 

wo bet erjle 3;beil btefer ©leidbung ben ^iitoati)^ ber @umme ber 
lebenbijen Jtrafte aller SRolefule biefeö Mxptxi auöbrucft, wdb- 
renb bte im }n>eiten S^beile berfelben toortommenben «Kräfte nur 
&ufiere ftnb , wenn jebo4) bei ber ä3en)egun^ bed ^6r))er$ bie ge^ 
genfeitigen gntfernungen feiner Siolefule nid^t gednbert werben/ 
wie wir bier t)orau§fel^en. 

SBenn man für alle it6rper, woraus bie SSaf4^ine befielt, 
&Mt(be @teid()ungen, wie bie toorbergebenbe bilbet unb bie ent< 
f))re4)enben S^beile aller btefer ®let(^ungen )ufammenabbirt; fo 
brudCt ber erfie Xbeil ber refultirenben &Uid^\xnQ ben äuwadj^d 
ber ®umme ber lebenbigen JSrdfte alter ÜRolefule ber Wlaid^int 
wi, unb b«r (weite S^etl bbfer Sleidbung ift bie ®umme ber 
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tluantitSten TCrbett aKer &ufetn auf bie 9Raf(f)tne tDtrfenben 
«rdfte. 

£)tefe @umme l&f t fld|^ retttcirett/ menn mon annimmt/ baf 
ba« ©pjtem ber ^6rper wirflid) eine 9Rafd?tne bilbet, b. l). böf 
biefe SCbxpex miteinanber in a3erfit)ntn^ bleiben, inbem fte toof^ 
renb ber JBeroegung ^eaenfeitig auf einanber einwirfen. ^cnn 
bie gegenfeitige ßinwirning jweier einanber berüfcrenber ^or^^er 
tül^rt t)on ben Ättraftionen, ober JRepuIfi'onen ber ÜÄotefule beö 
einen Jl6rperd auf bie be6 anbern ber, wenn fie einanber fo na^e 
finb, baß fte auf einanber wirfen fonnen. 

2Bir wollen jwei biefer SDfolefule m unb m' betradt>ten, welche 
jwei t)erfcl)iebenen einanber bcrübrenben -Ror^jern angeboren ; e# 
bejeicbne r ibre gegenfeitige Entfernung, R ibre gegenfeitige @in= 
»irfung auf einanber, ar bie SSeranberung ibrer gegenfei tigen 
©ntfernuna in ber imenblicb fleinen Seit dt unb ds baö SBegete^? 
ment, wel^eö ein§ biefer SKolefule, j. S5. m, rodbrenb berfclben 
3eit im JKaume befc^reibt; fo ijl baS TCrbeitöelement von R in 

IBejiebung auf bie ^Bewegung üon m im Kaume =Rds.cos(Rds) 

unb baö 2Crbeit6element in SSejiebung auf bie SSeranberung 
ber gegenfeitigen ©ntfernung ber beiben 9Rolefule = Rrfr. 3fm 
6nbe ber ganjen Seit, wabrenb roelcber bie gegenfeitige Qinmx^ 
fung biefer SWolefule \tatt finbet, ijl bie ©efammtarbeit t>on R in 
©ejiebung auf bie äöewegung t)on m im JRaume = fVids. 

cos(RdÄ)unb bie ber SSeranberung ber gegenfeitigen Entfernung ber 
beiben SRolefule entfprecbenbe 3;ota!quantitdt Arbeit ijl = y Rdr. 
Aber wenn man beacbtet, wa^ wdbrenb biefer 3eit ftatt ftnbet, 
fo fiebt man, bafi bie gegenfeitige Entfernung r fuccefftve immer 
mt\)X abnimmt, bi§ fte ein gewiffeS 9R i n i m u m erreid[)t, worauf 
fie wieber junimmt, unb bie Äraft R bat gewobntid^ hur in ber 
vlcA}t biefeö 9Rinimum6, b. b- wenn dr febr Hein ift, einen merf- 
lidS^en SBertb ^ierau6 folgt, baß ba§ integral / Rdr im Äßge^ 

meinen gegen ba6 Sntegral / Rd« . cos (Rcfo) febr f lein ijl, unb 
wenn man biefe JBemerrung auf alle gegenfeitig auf einanber ein- 
»irfenbe SRolefule erjlrerft; fo ftebt man, baß bie tjon ben gegen- 
feitiaen ©nwirfungen ber SKolefule in berSldbe be^ SSerubrungö« 
i^unrteö berrubrenbe jQuantitat Arbeit gewobnlicb gegen bie Ar« 
beit ber dußern Ärdfte, weldbe^auf benfelben Jloriper vermöge fei* 
ner Serubrung mit anbern Äorpern, ober dbnlicber SBirfungen, 
wie bie ©ewi^te ber STOolefule wirfen, febr flein ijl. 2)a§ Snte^ 
gral/Rdr ijl in aller Strenge = 0, wenn bie J;raft R nur 
eine ^Junftion ber Entfernung r ijl; benn aföbann beffebt bleö 
Sntegral au§ Elementen, welcbe paarweife einanber gleicb unb 
von entaegengefel^tem Seieben finb. ßbglei^ man aßen ©runb 
ju ber Äunabme bat, baß jidb bie ©adbe fo verbdlt, unb bie 
Ärdfte R biefelben bleiben, wenn bie Entfernungen wieber biefel^ 



— 77 ' — 

htn metrben; fo ifl ber «Hergang ber @rfdf^etnitng bodf^ nidl^t fo, 
tt>ie wenn biefcö patt fdnbe. 3(ber wir werben ]paUx feten> baf 
ber ®runb \)Utoon in ber unridj^tigen SSorau^fe^ung liegt, baf 
bie oeaenfeitigen ©ntfernungen ber wloUiuU beffelben Ä6rperö in 
ber vlal)e ber S5erul)rung8punfte ungednbert bleiben. 

SGBir werben auf bie SSeflimmung ber burc^ / Rrfr auöge« 
btücf ten Sluantitaten 2frbeit fpäter wieber jurücffornmen, wenn 
wir bie Srfd^utterunaen ber SKolefule beffelben Ä5rperö in Se^ 
tratet jiel^en , imb bei ber gegenwartigen Unterfud)ung , weldbe 
ntel^r tbeoretif^, afö pl)9<tfd) ift, wollen wir annehmen, baß bie 
^raft F nur bann einen merflid)cn SBertb l;at, wenn nabeju 
dr=0 ijl, itnb folgtidb bie ben gegenfei tigen ©nwirfimgen ber 
5fRolefule entfprecbenbe Quantität Uivbtit tjerfcbwinbet. ©iefeSSor* 
auöfefeung nabert ffd; übrigens ber SBirflicbfeit um fo mel)r, je 
weniger bie einanber berübrenben Ä5rper in berWdbe beS JBerub* 
rungSpunfteö erfcbüttert werben, ober ibre gorm t)eranbern, b. b- 
je barter unb je beffer polixt fte finb, weil, wie bie ©rfabruna 
U\)xt, in biefem gallc ^bie Folgerungen ax\^ unferer ^^ppotbefe ft^ 
ber fBa\)xi)eit mebr nabern. 

66 ift alfo ba§ ÄrbeitSetement Rcb.cos (Rds) für ein ÜRole* 
ful m, auf weldbeö ein SRoleful m' be§ beriibrenben Ä6rper§ bie 

SSSirfung R ausübt , gleicb bem Ärbeitöelemente Rd«' . cos (Rrf«0 
für ba§ STOoleful w', auf welcbeö baS SKoleful m bie gleicbe unb 
entgegen^efefete SBirfung R ausübt, ba bie ©umme biefer bei« 
ben 2frbeit§elemente gleicb 9luU fein muß, ober bie Entfernung r in 
bem 3tugenblicfe, wo fie ibr ?Kinimum erreid^t, fid) nicbt merflidS> 
dnbert. ÄierauS folgt, baß bie äußere 2(rbeit, welcbe jeber Äir« 
per ber SÄafdbine burcb feine S3erubrung mit einem anbern er^s 
^dlt, ber gleirf) ift, welcbe er felbft biefem anbern Äorper burcb 
bie SSerübrung mittbeilt; nur b^ben biefe beiben £luantirafen Tix- 
hdt entgegengefelfete 3eicben. ^iexan^ fiebt man, baß man für bie 
SBBiberjlanböarbeit, welcbe in einer SWafdiine burcb bie SEBirfung 
Äußerer Äorper erjeugt wirb, bie S3ewegung§arbeit fubjlituiren 
fann, welcbe biefe khxpex burcb ibre äBerubrung mit ber SWafd^tne 
erbalten. 9Ran fann alfo bie ©teicbung ber lebenbijen Gräfte 
9ber ber Uebertragung ber Arbeit für eine au^ fejien ^6rpern be^ 
ftebenbe fSRafcbine, worin bie SBiberftanböfrdfte bloS t>on berSBir«^ 
fung ber einanber berübrenben Äorper \:xxxii\)xm unb worin toon 
ben SRoletularwirfungen , unb folglicb aucb t)on ben ^Reibungen 
in ben S5erübrung6punften abjtrabirt wirb, folgenbermaßen an^^ 
brüdf en : 

3n jeber in SSewegung befinblicben SDIafcbine ift 
bie ©ifferenj jwifdben ber JBewegung^arbeit ber 
dußern Ärdfte wdbrcnb einer geiriffen Seit unb ber 
wdb^^nb berfelben 3eit auf äußere Js;orj)er übertrat 
genen jBewegung^arbeit bem äuwacbfe ber lebenbi« 
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en Jttifte bet ititpev dle((l[^/ v^otau« bte St4fa^{ll« 

etlelS)t 

2Cuf bie Solgentnoeti/ n)el(^e fld(^ ani biefem @a^e e1rgelM^ft> 
»erben »It fpatet wtebet jurucWommen, »enn wir mtx^t t^ahtifL 
»erben, wie fidi) berfelbe auf Äirper Ätiwenben lif t, beren Stdte« 
fute erfdS)iittett »erben f6nnen. 

§. 43. SBenn man t>on ber 3Ro(efuIararbeit abftra^trt, rotl^ 
bnxä) bie S3eri!tl)runa ber t)erfd[)itbenen bie SKafd^ine bitbfnWn 
Ä6rper entfiel[)t, fo ijr fdS)on bie ©leid^ung ber lebenbigen Ätafte 
jur 93e0immuna ber S3e»egund l)inreitl^enb, »eldS^e biefe uRafcbiite 
unter ber SBirlung gegebener ^uferer ^rdfte annimmt/ »ofent 
iebod^ biefe fi3e»egung nur t^on einer einjigen Zxt fi^in faiui, 
b. \). »ofern bie gegenfeitige gage ber t)erfc^iebenen JBejlanbtl^etle 
ber 9Jiofc^ine nur t)on bn JBejlimmung einer einjigen SSerdnber- 
U<i)zn atö Sunftion ber Seit abl()dngt. 

Sewegung hei ^ßenhtH, 

Um ein JBeifpiet ju geben, »oHen »ir annelf^men, bdfi bif 
Slotationßbewegung eine§ fdf^meren Ä6rperö benimmt werben foUe, 
»el(!^er fidj) um eine fejle ^orijontale Are brel!)en muß, bie in 
einem 6)^linber ober einer SBeUe befielet, beren Snben in g»et 
frei^f6rmigen Sägern ru^en. @ö bejeic^ne ^ ben SSSinfel, »cldf^en 
eine burc^ bie j)ref)ung6are gebenbe feffe SSertifalebene mit einer 
burd) biefe 2Cre unb bur4) ben (Sd^werpunft be« Ä6rperS gelegten 
unb mit biefem Ä6rper beweglidS^en @bene bilbet, r bie ©ntfeir^ 
nung eine« SÄolefuleö beö Mox^^x^ tjon ber 25ret)ung6are , p ba« 
©ewid^t biefcö 9RoIefuIe§ unb f bie SSBinfelgefc^winbigfeit, beren 
dnfinalidf)er SBerfl) «^o ifl ; fo iji bie wirfli^e ©efdE^winbigf eit b« 
betrachteten SWolefule« = (pr, unb bie ®Ieid[>ung ber lebenbi^eft 
Äraftc t)erwanbelt jtd) in folgenbe : 

beten jweiter Zi)eil biefelbe äöebeutung bat, wie frÄI&er. ©er 
Jfaftor </i* iji allen ©liebern ber erjien ©umme X unb ber %ah 
tor 0o' <^ßen ©liebern ber jweiten Summe gemeinfd^aftlit^ > unb 

»enn man für <p feinen SÖBertl)-^ fefet; fo erl&dtt man: 

»0 ftdb ber jweite Zf)tH biefer ®leirf)ung a« gunftion b« 8381*2 
feW S beregnen Idpt, unb wenn man fofglicl(^ bieffen jrteitert 
S^eit mit/C^) bejeici()net; fo ergibt fiä) au« ber bör^^rfiel^tnbeh * 
®leid)ung : 
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tporaiis folgt: 



j 



^^ — rf,^ 






SBtr woHen mmf)men, baß «tif *en Körper Uim anbern Ärafte, 
aK bic ®miä)U feiner SRolefuIe t^rfe«, unb baß bie ©rej^ungd^ 
axc Ij^orijontal ijl; fo ^)aben wft, wenn p bie Entfernung bÄ 
©d^werpunfteö beö ÄorperS \)on ber Drel^ungöaye unb n ba6 
SCotalgewic^t bejeidjjnet: 

fPds—fP'ds' = Up (cosS— cos So), 

iteo ^p ben SBert^ be6 SBinM§ S im 2(nfönge ber SSeiDegung 
ober in bem 5CuaenbIidfe, wo bie ©efdS^winbigfeit 9?uU iji, bejeidii' 
net 3CISbann tft ju gleicher 3eit fo=0, S=Sq, unb bie obige 
®leixl()ung t^erwanbelt ^ii) in folgenbe : 



2^ 






— d,*^ 



IIp •/ ^0 y cos ^—cosd^Q ' 

Sßenn man bie feit bem S3eginnen ber S3en)egung bi^ ju bem 
5Cugenblicfe, xoo ber @d[)n)erpunft beö Äor^jerö in ber burd^ bie 
2)rel^ung§aye gel^enben SSertifalebene liegt, tjerfloffene Seit l;ab«tt 
toiU; fo mufl man S=0 feigen, unb al^bann erf)alt man: 






+ d,j 



IIp t/ ]/ co»9 — eoa9o' 

Sßenn ter SQ8inf et 9 fell)r f lein ijl, fo fann man "^ 2" ^"^ ^^^ ^ 
— cos ^0 f'^fe^n, unb al6bann })at man : 

'- V gUp 2 

welkes bie 3eit ift, Vu btt <S^^etp\intt Ui AttpM iikAui)t, 
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um in feine tiefjfe &age ju fommen, b. jS). bie S>amt einer SSier^ 

telfc^wingung, fo bap folalid^ bie 2)auer einer ^alhtn 
@(^n)ingun9 gtei^: 



V nJln 



9^9 

nnb bie einer ganjen ©dS^winguna, b. ^. bie 3eit, xotVi^t 
feit bem Tfnfange ber S3ewegung beö ^ort)erd hx% ju bem 2Cugem 
blicfe oerpießt, wo berfelbe wieber in feine urfprüngliAe Rage ge* 
lommen ijl, ^Uxi^x 

rf£r&0^ett6moment. 

Die Summe 2pr* wirb ba§ Slrdgl^eitSmoment beö 
Ä6r!|)er§ in SSejiel^ung auf bie 3Cj:e,. welc^^er bie Entfernungen r 
entfpredjen, genannt / unb ijl nicbtö anber^, al§ bie ©umme ber 
?)robuf te, weld?c man ix\)alt, wenn man ba§ ®ewi(l)t jebcö ÜRole^ 
fuleö be§ ^orperö burd^ baS Öuabrat feiner Entfernung öon ber 
3Cre muUiplicirt. 35iefe ®r6ße !ommt bei ber S5ered[)nung ber 
S)?afcl[)inen l^auftg t)or; benn auS bcn üorl^ergel^enben JRed^nunaen 
fiefet man, baf man bie (ebenbige Äraft eine6 Ä6r^)erS erl^att, 
welcher in einem gegebenen 2(ugenb(idfe bie SBinfelgefcij^winbigRit 

(p \)at, wenn man ba§ 3;rag{)eit§moment mit g: ^ ^ ^- ^^^ ^^^ 

ber ®efd)Winbigfeit f entfprccbenben %aUi)of)t multiplicirt. 2)a8 
SErdg!)eit6moment fpielt fotg(id) inSBejie^ung auf bie SBefiimmung 
ber lebenbigen Äraft bei einer ^Rotationsbewegung biefclbe Stoße, 
wie ba§ ®ewiö^t beS ^6rper§ bei ber progrefftoen JBeweguno.*) 
9)}an erl)dtt bie ©roge Spr» bur^) bie 9Retl}oben ber Snte- 
gralrecbnung , inbem man bie »erfc^iebenen fünfte be§ Ä6rper§ 
gewobntidS) auf jwei buxä) bie 25rebung§a):e gelegten red^twinftigen 
Ebenen bejieiEjt, unb ^2-1-^2 für r« fe^t, wo x, y bie Entfernung 
gen eine§ beliebigen ?)un?te6 be§ Ä5rper§ t)on biefen beiben Ebe^ 
nen bejeid^nen, fo baß man aläbann b(o§ bie Summe 2par*+2py« 
ju bered^nen \)at. SBenn aber U unb V bie^tdd^en ber ©urd^* 
fd^nitte beS Ä6rper§ mit Ebenen, weldf^e ju ben beiben Äoorbina- 
tenebenen parallel, unb folglidf^ auf ben Äjcen ber x unb ber y 



*) 9lur in bterem § \>tvfttf)t ber SBerfaffer untec SSrdd^eitdmoment bie 
®r6f c Spr^f fonft aber immer bie ®i-6|le -? -£ r*. 
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fenfre(^t ftnb/ bmtc^nen; fo t^t man fär einen it6t)>er «on einet 
mat^ematift^ beffimmten Somt: 

2px«=ö /**' üa;««te unb 2py«=® fj" Vyhfy, 

iDo CD baS @en>ic|^t bet SSoIumeneinl^eit be6 ^irperS unb o:«/ :r|, 
yo/ yi bie feinen ©renjen entfprecffenben Äoorbinaten finb. 

SBenn K ba§ Slrdgl^ettSmoment etned it6r))er$ in 93eitel()ung 
auf eine ^urd) feinen ^d^xotxpnntt gel^enbe Tixt bejetc^net, fo Üft 
ftcb letcbt^ geigen/ baf iai Zxiit)ext^momtnt btefed £6rf>erS tn 
S3e)iel^ung auf eine )n>ette ju ber erfien paraü^le unb um bte 
iatiQt p t)on i^r entfernte Zve burc^: 

K + Hp« 

auSgebrfirft wirb, wo n ba§ SotölgewidS^t beö Ä6r<)er« bejeidf^net. 
©enn wenn jidf) or, y auf bte inxi) ben @d{^wer<)unft be« ^6r^ert 
gebenbe Ttx^ bejiel^en unb a, b bejei^^nen bie ^oorbinaten 
eines 9)unfte§ ber neuen 3Cre: fo ftnb x—a, y — b bie Äo« 
orbinaten eine§ beliebigen 9)unfte§ be6 ÄJrperS in SSejiebung auf 
biefe neue TCre/ unb man "^at folglid^ für ba$ a;ragb^it$moment 
K' beS Stbtpet^ in Sdeik^nn^ auf biefe lefete Äye: 

25a bie erfie Are burd) ben ©cbwer^)unft be§ Ä6rperS gel^'t, fo 
\^i man t)erm69e ber (Sigenfcl^aft biefeö |)unf te§ (§. 38) : 

^fxl U:cda:=0 unb oy*^^' Vyrfy= 0, 

unb folglid^) t)erwanbelt pdf) bie üor^erge^enbe ®lei(|)un9 in fol< 
genbe: 

Slun ijl aber: 

U=io f'^'Wdx^ <S fj' Wdy, 



Unb: 



6 
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frtalid^ wirb bct ^txt\) Don K': 

ober VDenn man bie ßntfetnitng yi^^ ber jwetten JCye t>on ber 
erjJen mit p bejei^net: 

K' = K+np2, 

ma^ bemefen »erben foUte. «^ieraud folgt/ ba^ unter aUzn ^xh^* 
fteitömomenten beffelben Ä6r^)er8 in S5esle()ung auf jjaraUele Äjren 
ba^ am fleinften x% n)el4)e6 fic^ auf bie burd^ ben ©d^wer^ 
punft gel^enbe 2fre bejiel^t. 

SBenn man ben (elften SBertl^ be§ Slragl^eitömomenteg in ben 
2Cu§brucf ber 25auer T einer falben Scf^wingung be§ 3)enbefö fub- 
ftituirt/ fo er]()itt man: 



''^sr^= V^'' 



unb wenn ber &hx)ptx nur fe]()r geringe 35imenftonen \)at, xoit 
folcbeö^ bei einer an einem it^x bannen gaben, beffen ©ewid^t 
unberürffict)ti9t bleiben fann, aufgel^angenen SSleifugel ber gaJf 

ifi; fo fann bie ®roße ffr t)ernadE)lafftgt werben, unb tarn Is^at 

blog: 

wo bie Entfernung p alßbann bie ßdnge beS einfadj^en ?>en^ 
beU genannt wirb; aber wenn ber Ä6r})er etwa§ mer!(id[^e 2)i' 

menftonen l^at, fo fe|t xt\an p + jj- ft<*tt p- ®i^ @dE)wingun8en 

fi'nben alfo in berfelben Zzxt ftatt, aK wenn ftdf) ba§ 3)enbel auf 
eine fe^r fleine ^ugel rebucirte, weldf^e an einen S<iben aufgebaut 
gen ijl, beffen ßange ber oor^ergel^enbe 3tu§brucf bejlimmt, inbem 
K, wie wir gefeben l^aben, ba6 Sragl^eitSmoment in S5ejiel^ung 
auf eine bur^ ben ®dj)werpunft bea ^6rj)er§ gelfienbe Are unb p 
bie Entfernung ber 2(uff)dngungSare loon biefem ®df)wer^)unfte be« 
5eidS)net. 

2)ie ©rolle K Ih^i ^x6) für ein red()twinHige8 ?)araaelepi})e' 
bum, beffen Äanten a, h, c finb, unb wenn bie 2Cre }u ber Äante 
c iparaUel ijl, leidjjt bered()nen. 9Ran finbet: 
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unb wenn bic TCxc t>on ber ©eitenjIidS^e, beren Stamm a, c flnb/ 
um bte ßdngc / entfernt ijl; fo f)at man: 

^aS Ärdgl^eitSmoment eineö rec^twinfttgen 9)araUeIej>i})ebum8 in 
©ejiebung auf eine 2(re,^tt>elclf)e in ber »^albirunaSebene beS Ä6r* 
pexi liegt, unb um bie Kdnge / t)on einer feiner (Srunbflicl^en mtf 
fernt ift, wirb folgtid) auögebrudPt burc^: 

K-=n("-!+i') + n(,+ty=n[-^+«+r]. 

SSenn a gegen 6 fel()r fUin ift/ fo l^at man na(;e}u: 

unb wenn /=0 wirb; fo rebucirt \id) biefer 2Cu$bni(f auf: 

b.t). baS Srag^ef tßmoment einer fel[)r binnen Stange 
in a5ejie()ung auf eine auf i{)rer Sänge fenfredf)te 
Httb burd^ einen ii)xex gnb^)un!te gel^^enbe Are ijl 
baffeCbe, aB wenn ber britte S£IS)eit be§ ®ewid()te« 
II ber (Stange aH ein fd^werer 95unft an einen ge* 
wid^taiofen »ab«n t)on ber 8inge b ber ©tange auf* 
gel^angen würbe. 

SBenn man baß 3;rag]j)eitßmoment eine§ mafjiMn Splinberö 
in ffieiiel^ung auf feine Are beredjnet, fo finbet man Uii)t, baf 
e^ baffelbe ijt, M wenn bie ^dlfte be§ ©ewidj^teß be§ ß^tinberö 
auf feiner fruramen £)berpdcl[>e glei<i)f6rmig wrtl^^itt voitt. SBenn 
atfo n ba« ®ewid)t be^ (SplinberS unb K feinen ^albmeffer be^^ 
jeidjnet, fo tft fein airdgl^itömoment in !Bejiel(^ung auf feine 3Cjce 
ber Sigur at6 9ii)tation6are : 

Um ba§ Srdg^eitömoment einer Äugel t>on bem «^atbmefer R 
in aSejiel^uttg auf einen il()rer ©urd^meffer ju erl^atten, bere^-- 
n<t m^n: 
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100 : 

U=7r(R»— a:') unb V=^(R*-y») 

f ff, unb ö, w tefp. baS ®cwidS)t bet SBolumeneinl^ett unb ba6 SSct- 
|)4ltmß be« ÄreiSumfange« jum ^Jurd^meffcr bejcid^net 25a ba6 

Sotalgcwid^t n ber ^ugel burcfe (3 3 ttR» auSaebrürft wirb, fo 
ftnbet man: 

K' = 5-nR2, 

b. ^. bag 3;r&gl()eitdmDment ifl baffelbe, atS n>enn 
man-beö ©cwic^teö ber Äugcl in ben enb^)unft 

etneö auf ber 2)rel&un96are fenfred()ten «^albmef- 
fer« brddS)te. 

SSSir werben fpiter wieber auf bie SiotationSbewegung juru* 
f ommen, inbem wir alSbann axidi) bie Stcibungen in Sleq^nung brtn^ 
gen werben. 



^CUgemeine Gleichungen ber ^Bewegung etnel ^pftemeö oon feften Mxpevn, 
ober einer beliebigen ^afd)ine, wenn bie S^leibungen unberüdflc^tidt Metben. 

§. 44. SBenn bie SSewegung einer Sßafc^ine auf mel^^rere 
2Crten jiattfinben fann, b.l^. wenn man mel&rereSBerdnberlidS^e aK 
Sunftionen ber ^eit bejiimmen muß, um jeben 2Cuaenb(icf bie re^ 
latioe Sage aller Äftrpet, worauf bie SKafc^ine bepelzt, angeben 
ju fonnen; fo ifl bie @(eic()ung ber lebenbi^en Ärdfte jur Se^ 
pimmung biefer SSeranberlid^en nicbt mel^r l()inreict^enb, unb man 
muß atabann oirtuelle ©efd^winbigfeiten anwenben, b. \), bie ete- 
mmte ber oirtueUen Arbeit in Setrac^t iiell^en, wie bei ber SBe^ 
wegung eineS einjelnen Ä6rperö. SSSir wotten bal&er bie ©teic^ung 
(E) in §.36 für eine beliebige oirtueUe Sewegung wieber betrad^- 
ten, fo fonnen wir, wie bereite bemerft worben, bie oirtueßen 
^Bewegungen jundclS)jl auf biejenigen befc^rdnfen, weldf)e mit ber 
2Cnnabmc oertriglidj) ftnb, ba§ ber Ä6r:per wdl)renb ber oirtuetten 
SSerrücfung ooUfommen feft bleibt, unb folglidj) feine gorm nid^^t 
anbert, fo bag in bem jweiten ai^eile biefer ©leidf^ung bie ben 
ÜRolefularwirfungen bcffelben Mxpet^ entfpreci[)enben ®ueber oer^ 
fdS)winben (§. 34). 

gerner wotten wir bie oirtueUen SSewegungen nod^ mel&r par« 
tifularifiren, inbem wir fte fo annelfjmen, baß bie Körper in oott^ 
fommener 35erü{)rung mit einanber bleiben, wie fol4)e§ bei Wta^ 
fdS)inen not{)wenbig ip. S33enn man aKbann annimmt, baß jebe 
gegenfeitige ginwirfung R jwifc^en jwei SKolefulen jweier oer^ 
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fd^tebener Ahtpex nur bann einen nterfltdl^en SBert^ f^at, menn 
bie gegenfettige Entfernung r biefer SRofefuIe i^rem SRinimum 
fel^tnal^e, unb folglich dr:mO ijl, ober t)ernacl()ldf[tgt werben fann ; 
fo ijl auc^ baö $robuft Rdr unb mithin ba§ Sntegrol /Rrfr 
SRuU ober fann unberücfftd(?tigt bleiben. 2)ie oon ben aRoIefular« 
witfungen bei ber JBerubrung l^errubrenben iCluantitdten ber t)irs 
tueUen Arbeit üerf^winben folglich auö bem jweiten SE^^eile ber 
in SRebe^ftebenben ©leicbung, unb e§ bleiben nur bie t)on benau^ 
^ern Ärdften b^^i^Äbrenben tjirtuellen 2(rbeit6etemente. 

©iefer jweite S^beil ber ©leicbung laßt ftcb im Allgemeinen 
aH gunftion ber Seit beredbnen, unb ber erjle Slbeil berfelben ent^ 
l^dlt bie Sifferenjiale ber ®efcibtt>inbigfeiten, fo wie bie virtuellen 
®efd[)n>inbigfeiten aller SJ^olefule. 92immt man nun an^ bafi jeber 
ber Äirper, worauö bieSKafcbine befielt/ ooUfommen feft i% b.b- 
feine gorm nid^t dnbert; fo jieben biefe virtuellen ©efcbwinbigfei« 
ttn in foldben geometrifdjen SSerbdltniffen ^ju einanber, baß man 
fte für alle SRolefule ber SÄafcbine burcb eine gewiffe 2(njabl ber^ 
felbeU/ ober allaemeiner burcb bie 2)ifferenjiale einer gewiffen 3fn» 
jolbl »ottig unabbdngiger aSerdnberlicber in :JBejiebung auf bie ätit 
auöbrucfen fann. Stimmt man folglich fuccefjive fo viele verfd^ie^ 
bene virtueUe ^Bewegungen an, al6 erforberlicb finb, um eben fo 
t>tele £)iferenjialglei(bungen ju erbalten , al§ man unabbdn^ige 
SSerdnberlicbe b<it; fo fann man^nacb einer vorldufügen ßlimma^ 
tion ben SBertb jeber biefer aSerdnberlicben burcb 3ntegration als 
Sunftion ber Seit beftimmen, inbem man bie willfübrlicben Stt>n^ 
ganten nacb ber anfdn^lid()en ^Bewegung beS @9fteme$ bejlimmt. 
!Kan erbdlt alfo auf biefe SBeife alle ©leicbungen , welche erfor^? 
berlicb unb binreicbenb finb, um ieben 2(ugenblict bie ^Bewegung 
ber verfdbiebenen ^beile ber üRafcbine bejlimmen )u f6nnen. £)a 
aber bei tecbnifd^en Änwenbungen im Allgemeinen feine SRafcbi« 
nen vorfommen, bei benen mehrere ^Bewegungen m6glicb ftnb; fo 
wollen wir unS aud^ bier bei ber 3Cnful^rung von 33eif))ielen nidi^t 
aviff)alUn. 



©leid^gcwid^t unb 2fequibalenj bet auf ein beliebiges @^s» 
jlem »Ott ^ßrpern, ober auf irgenb eine SKafc^ine »itfens 

ben Gräfte. 

§. 45. 35ie JBebingungen beS @leidS)gewi(bteS eine§ ©pjle* 
meS von Gräften, wcld^e auf eine SRafcbine wirfen, laffen ftcb ani 
ben SDifferenjialgleicbungen ber Bewegung biefer SKafd()ine ablei« 
ten, unb man braucht ju bem Swecfe nur bie ©umme ber von 
biefen Äraften abhängigen ©lieber in ben jweiten SCbeilen biefer 
©leidbungen gleidb 9lull ju fetten. 2)enn wenn biefe Ärdfte im 
®leid^gewid)te fein follen, fo muffen fte bie bereits e^i jtirenben Se« 
wegungen auf feine SBeife dnbern f 5nnen, b. b- bie jweiten SKbeile 
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Mefet ®(et(^ungen mj^ffen tingeinbett hUiUn, wenn man biefe 
Ärafte elnfiHtt ober Ijmwegldgt. 

@d entfielen jn^ar burc^ bte SSt^ing ber ^ufiern Stx&fU, be^ 
ven ®(ei4)gen9id)t man betxadt^Ut, in ^otge ber SSeru^rung ber 
Jt6tper neue innere 9){o(efu(am>trfungen/ fo bafi ed genau genom^ 
men nic^t .qleic^guUig ijl/ ob man biefe äußern Gräfte einfül&rt, 
ober binweglÄßt; allein man barf nicbt vergeffen, baf fld& unfere 
tlf^eoretifcben fl3etra(i)tungen/ xoh metter oben^ auf eine SSorauS^ 
fefeung fiufeen, t)erm6ge weldS^er bie üon ben ^olefularwirfungen 
j^errübrenben (glemente ber virtuellen TCrbeit toerfcbwinben. 

3n biefer SSorauSfe^ung fann man alfo fagen, bafi jum ©lej^b- 

?ien>i^te ber auf eine beliebige SKafd)ine wirfenben au|ern Ärafte 
ör alle ^Bewegungen , welche biefe SKafcbine gemattet, erforberlit^ 
fft/ baß bie Summen ber glemente ber oirtuetten Tfrbeit SinQ jtnb. 
i)(efe jBebingungen flnb offenbar notbwenbig ; aber fte finb aud) 
binreicbenb, »eil, fobalb fte erfüllt werben, bie SJifferenjialglei- 
df)ungen ber IBewegungen, unb folgli(b audb biefe ^Bewegungen un^ 

?einbert bleiben, man mag biefe äußern Gräfte einfügten, ober 
inweglafTen, woraus na(b ber 2)effnition folgt, baß fie im ©leidj^ 
gewichte fmb. 

§. 46. 3wi fucceffiüe auf biefelbe SRafcbine wirfenbeSpjleme 
t)on Äriften beißen 4quit)alent, wenn fte ibentifcbe S5ewegum 
gen ber\)orbringen, unb folglicb finbct biefe 2fe<iuit)aleni ffatt, wenn 
für alle ^Bewegungen, wel^e bie SKafc^jine gemattet, bie Summen 
ber Elemente ber t>irtuellen Arbeit für biefe beiben ©pfteme toon 
JtrÄften ^leic^ ftnb. 2)enn wenn biefe äBebingung erfüllt wirb, 
fo ffnb bie jwetten aibeile ber SDifferenxialgteicbungen ber S5ewe^ 
gung für beibe Spjleme oon Gräften biefelben, unb folglich Itnb 
anö) bie in beiben gillen bertjorgebracbten äSewegungen ibentifcb. 

f)ttndp bet Uebertragung ber Arbeit bei ber ^eh>egutig 

me& fejlen ,Rörper§, »enn auf bie ©rfd^ütterungett ber 

SRolefuIe beffelben Slücfftc^t genommen »irb. 

^ 47. 3n bem Sorbergebenben f)aUn wir angenommen/ ba^ 
bie ^olefule beffelben Ä6rper§ wal)renb ber ganjen SSeweguna 
biefelben gcgenfeitigen ßntfernungen t)on einanber bebalten, uno 
wir i)abtn gefeben, baß burd) biefe p)^pott)eU bie Sered^nung ber 
\>tn ben gegenfeitigen SÄolefularwirrungen b^rrübrenben Üuanti« 
titen Arbeit überflüfftg gemad^t würbe, unb alle ®efdE)Winbigfeiten 
ber oerfcbiebenen SKolefule burdj) eine Heine Änjabt unabb&ngiget 
IBerÄnberlicber, unb meijlenö buxd) eine einjtge unabl()angige SSers 
5nberlt4)e, auSgebrürft werben fonnten. 

Sn ber SQ3ir!licbfeit werben aber bie SKolefule aucb ber fefte^ 
ften Stbtpex erfdS)üttert, unb folglicb mit relativen ©efcbwinbigfeis 
Un in ©ejiel^ung auf einanber bewegt, ©iefe (Sefdjm^inbigteiten 
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^tgen fid) j. SS. bei aOen A&r))em/ n>el(l()e unter ber SBtrfung ber 
Sletbung ober bedStoßeö t6nen, unb fie fftnnen auc^ unter üteten 
önbern Umjldnben jlatt fi'nben, wo jte weniger in bie Äugen jaU 
len. Se meljr §ortfdE)ritte bie ?)f)9fif macf^t, beflo notI)n>enbi9er 
wirb bie Setra^^tung ber ÜRoIefularbemegungen bei ber erHörung 
einer SRenae t)on Srfd^einungen. 9Ran fann bal&er biefe fßüxaö^^ 
tung ber 97(oIefu(arben>egungen aud) bei medt)anif4)en Unterfuc^unf 
gen md)t mel^r umgel)en/ n)enn bie ©runbprincipien nid()t if)re 
Strenge tjerlieren, unb bie ^(nroenbungen berfelben niö^t unficfeer 

temaä)t n>erben foUen. SBir moHen bal^er in bem ^olgenben biefe 
RoIefuUrbewegungen in S5etrad!>t ju jielS^en fud^en. 

2)ie einjige SSorauSfefeung, xt>eld)e wir mac^en^, um bie im 
aSor^ergebenben aufgejleUten 3)rincipien auf ben §öU auSjubel&s 
nen, wo bie SKolefule erfc^üttert werben, be^e^t in ber JCnnal^me/ 
ba^^ ^id) tie gegenfeitig^en Snrfernungen ber 9Ro(efuU nur um 
©roßen anberu/ wetcl[)e gegen bie ©imenfionen ber Körper fe^r 
Wein finb, fo baß man fic^ immer mit bem Äorper fortbewegte 
jRoorbinatenebenen benfen fann, in 35ejiebung auf weld^^ fid^ bie 
Äoorbinaten ber^ 9Rolefule wdbrenb ber ^Bewegung nur um fel^r 
f leine ®r6§en dnbern, obgleid^ bie retatit^en ®efci)winbig(eiten 
biefer SRolefule gegen biefe Ebenen fe\)x betrdclE)t(ic^ fein !6nnen. 
2Cu6 biefer ^9potlf)efe folgt, bafi wa^renb ber SBewegun^ alle 
Sntegrale, weld^e bie (Summen ber §)robu!te au6 ben ©ewtd^ten 
ber SJolefule unb gewiffen^gunftionen ibrer Äoorbinaten in S5e- 
siebung auf bie eben erwähnten beweglid^en Ebenen auSbrucfen, 
ungead^tet ber ©rfc^ütterun.^en ber SRolefuIe alö fonpant betrad&j 
tet werben f onnen ; benn bie aSerdnberungen, welche biefe (grfd^üts 
terungen in ben SBBertl^en biefer 3ntegrale jur golge baben, finb 
gegen biefe S9Sertlf)e unenbtid) Kein, unb f5nnen folglid^ uxnad)- 
tdfftgt werben. 

3u ben beweglid()en ^oorbinatenebenen, auf welche wir bie 
fd()wingenben ^Bewegungen ber SKotefule bejiel()en werben, wotten 
wir ebenen nebmen, welcbe eine folcbe SSewegung l)aben, bag, 
wenn man annimmt, bag bie SRotefuIe in einem beliebigen 2Cu' 

Senblidfe auf]f)6ren ^u f4)win^en, unb mit biefcn Sbenen fejl oer? 
unben bleiben, fo, baß fte einen feften Äorper bilben, welcher fi4^ 
mit biefen ebenen jugtcicb fortbewegt, jwifc^en ben fingirten ©e:: 
f^winbigfeiten in biefem äuftanbe ber gejligfeit unb benen, weltfye 
tvittüd) in bem fd^wingenben äuftanb» ber ÜBolefule jlatt.finben, 
bie brei folgenden Sietationen ftatt finben: 
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toorin -^f -^, — bte pnairten ©efdf^winbiafeiten für ba« ddUss 

tommen fefle @9llem/ n baS @en>t{bt etne$ bettebiaen SRoIefuIe^ 
unb X, y, z bte JEoorbinaten in S3e}tel)uns auf fe|te ebenen ht^ 
utd^nen. ^Die Bewegung/ welche bie ben^e^Ucben Ebenen ieben 
Ttuaenblirf annehmen muffen/ um biefen ©teic^^ungen ju genügen^ 
wollen wir bie mittlere ^Bewegung nennen. 

3unac^fl moflen wir bemerfeu/ baf bie loor^ergebenben ®tep 
(l^ungen auc^ fiatt ftnbeU/ wenn man ben beweglichen @4>m^t^ 
^)unft bed @^|leme§ jum Ttnfangdpunfte nimmt 5)enn wenn 5/ 
n, i bie verdnberlic^en Äoorbinaten biefeS @(bwerpunfte§ unb a?, 
y, z bie auf biefen beweglichen TtnfangSpunft bejogenen Äootbi- 
naten bejeic^^nen; fo braucht man für bie toorbergebenben Äoorbi- 
naten nur ar+^z y4-*?/ « + 4 J« fefeen, unb ju bemerfeu/ baf 
man, ba ber ®d(^werf)unft ber ^nfang6))unft ber neuen ^corbtna« 
ten a>, y, z ift, ieben 2(ugenbli(f \)aU 

2IIr=0, sny = o, sn2 = o, 

unb folglich, wenn man in S5ejiel&img auf bie 3eit bifferenjirt : 

(B) 2nf=o,£nl^=o,2n±=o. 

2>a aber ber @cl[^werpunft aui) ber @c^werpunft beS ®9fteme< 
bleibt/ wdbrenb e« ftc^ wie ein fejler Jtörper bewegt; fo fonn 
man aucb feigen: 

(C) sn ^'^ ^0/ sn %g =0, sn ^' = o. 

at dt dt 

Seräcfficf^tigt man bie ©leicf^ungen (B) unb (C), fo behalten bte 
(Sleic^ungen (A), welcl()e bie mittlere JBewegung auöbrücfen/ nad^« 
bem man barin x + §/y + i?, z + 4 refp. für x, y,z gefefet f)at, 
gani biefelbe gorm^ unb man fann balfier annebmen, baf fie ftd^ 
auf ebenen be}iel)en/ welc|)e unüerdnbertic^e 9iidE)tungen he^altm, 
unb ben ©dl^werpunft beö ©pjtemeö jum beweglichen Anfangt« 
fünfte l^aben. 

Unterfuc^en wir nun flnige ©igenfc^aften ber mittleren 3lo« 
tationSbewegung, wie fte iuxd) bie ©leicbungen (A) in »ejiefiuttg 
auf ben 'eweglidS)en ©dj^werpunft afö 2tnfattaSpunft befKmmt 
wirb, inbem wir unfere obige ^ppotl^efe in »ejie^ung auf bte 
®c|)wingungen ber ÜRolefule beibehalten, b. f), wteber annell^men, 
baf ficb bie gegenfeitigen Entfernungen ber 3Rolefule nur fe^r 
wenig dnbern fonnen, fo bafi man annel^men fann, bap biefe ^o- 
Wule jeben Äugenblicf fel)r wenig t)on ben gagen entfernt jtnb, 
*oeldS>e fte in mtm t)ottf ommen feften Äftrper if^aben würben, Wor- 
te folglidj^ feine ©d&wingungen ftatt ftnben. 
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SS feUtt Xi, yi, zi bte ftngtrten i(ooirbtnaten ber Sagm, 
weld^e bte SRclefule in einem voUfommen fejlen Ä5rper l^aben 
würben; fo i|t lei^t einjufel^en, baß man für jeben TCugenblirf 
tia^eju fe^en fann: 

benn bie erjien unb jweiten Xi^tiU biefet ©leicbungen f6nncn 
burc^ ®r6(ien p,*?, r,p,, quVi auSqebriicft werben, weld^e jeben 
XiigenWirf bie Sage ber augenblicflic^en Slotationöare beö fejlen 
@9fteme6 unb bie SBinfelger^minbigteit um biefe 2Cre bejümmen/ 
noie im §. TS gejeigt i{i. 2Ran l()at ba^er: 

dmZ 

fo baf bie fr&l^ern ©leidS^ungen (D) in brei ©teidS^ungen »on fot^ 
genber gorm übergeben: 

r (Sllar* + l>Uxy) — pSTLrz — ySIIyz = 

ri(Lnx\ +SrLr,yi)— PiXILciZi — ySIIyiXi. 

Da aber bie ©ummen Sllari», Sllxjyi, etc. nac^ ber Sora«** 
feftung nabeju ben ©ummen I^ILx*, I^Uxy, etc. gleicb jtnb; fo 
»erben bie obigen ©leicbungen (D) erfüllt, wenn man f)at: 

«^ierauS folgt, bafi bie mittlere ^Bewegung/ welche nacb ber 
Definition burcbbie in ben erjlen SEbeilen berSleidJ^ungen (A)t>or^ 
f ommenben ®r6gen p,. y, r beflimmt wirb, nabeju bie Bewegung 
be6 feftenA6rper$ ijt, beffen SRolefule {t(^ wenig oonben fc^^win- 
genben 9Rolelulen entfernen, unb beffen Slotation jeben JCugenblicf 
burcb bie ®r6flen pj =p, qi=zq, ri=r beftimmt wirb. 

tKuferbem fann man beweifen, bafi biefe S3ewegung beS fefien 
Ä6r^>er8, bejfen SRolefule bie Äoorbinaten x^, yi, zi l^aben, bie* 
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jenige i|t; rotl^t er unter ber aMni^tn SBirfung ber ati^ent auf 
ba« fdbwlngenbe ©pjlem wirf enben Ärafte anmt)men würbe. X>€m 
i^ermjge ber obigen ®U\d)iinQen (D) »erwanbeln fi4> bie ©lei- 
c^^ungen (A), ro^ld)t bie mittlere ©ewegung bejlimmen, m foU 
genbe : 

/zn(./^-„^)=.n(.t»-,J), 

W .n(„^-„^)=.n(,J-.*), 

2)ifferen)irt man nun biefe @Ieicbungen in fdeiieWH <^i<f ^t< 
Seit auf bie uoUjtinbigjte SEBeife in bciben Xf)tiUn, bamit bie 
Ableitungen einanber gleich werben/ unb bem^rft, ba^/ ba xg, yi, 
Xi bemfetben fejienÄirper entfpredbett/ dm^i baffelbe ifl, wie dri, 
weil Xi nur für benfelben fejicn Äorper »ariiren fann; fo erhalt 
man: 

SBir wollen nun ba§ ?)rincip von b'Älembert unb baö 
ber t)irtuellen ®efcl[)winbigfeiten anwenben / um gewiffe ®leicbun^ 
gen für bie ^Bewegung in bem f^wingenben ©wjtcme ju et\)alUn, 
unb für bie virtuellen SSerrücfungen bie neljmen, weldS^e ftdb (^vl^ 
ber Ännabme ergeben, baß ba6 ©pjfem ber 9Rolefute einen fejlen 
Jl6r:per bilbet; fo baben wir für bie SRotationöbewegungen biefe6 
®9fleme6 um bie brei bmä) ben ©cbwer^>unft gebenben ^oorbi» 
natenaren bie ©leid^ungen : 

i^^ (^ S^-y5)=2:(arY-yZ), 

wo bie in ben ^weiten Xb^ilen vortommenben ^ftrdfte X, Y, Z 
4Bein t>on ben auferti SSSirfungen betrübten; benn bie ^omtntt 



~ 91 - 

t>on ber gorm arY— yX pnb für bJe gegetifcitigen ©inwirfungen 
jtöeter SRolcfiite beffclbcn ©pjiemeö 5WuU. 

3Cu6 ber 8Ser9leicl)ung ber ijorlEiergelf^enbert ©leic^ungen (F) 
unb (G) ergibt ficl& : 

2n(..^-y.^)=2(.Y-yX). 

(H) ]2n(j,gL _..^) = s(yZ-zY), 

^a aber bie ^oorbinaten x, y, z ber fd^mingenben SRoIefule 
fel^r wenig t)on x^ , yi, z^ t)erfd;ieben ftnb / fo f ann man in ben 
jineiten SSbeilen tiefer legten ©leic^ungen xx, y^, zx fiir x, y, z 
fefeen, woburdS^ man erhalt: 

^" 0' ^-*'^) =2(XiX-:r,Z). 

^tefe ©leicbungen belieben ftd|) nun auf ein einjiged fejted 
@9ftem unb bejlimmen bie 85ett>egung beffelben, xotrm bloS bie 
Äußern Ärdfte X, Y, Z, etc. barauf wirfen. Die mittlere »o« 
tationöbewegung, we(ct)e wir in bem Sotgcnben anwenben werben, 
i<l alfo bie eine6 feften Äorperö oljne ©d^winjungen ber SRote^^ 
fule, worauf biefelbcn äußern JRrdfte wirfen, wie auf baö fd^win- 
genbe ©pftem, unb biefe lefete «Bewegung ip folg(icl) bie, weld^e 
in ber ^xaxx^ angew<xnbt wirb, xotx^n man auf bie @d()wingun- 
gen ber ÜRolehtle feine fSL\xd\\i}t nimmt. 

SBir woUen nun eine gigenfdbaft ber mittlem 9?otation§be* 
wegung erörtern, weld^e ei^entli^ nur eine unmittelbare golge^ 
rung auö ibrer ©efi'nition ijl; aber ben SJortl^eil gewdi&rt, baß 
Jte pdf) unter einer gorm barbietet, weld^e für ben ©ebrauc^ t>on 
Sinken ift, ben wir balb t>on Äoorbinatenebenen mad^en werben, 
weldSie itc^ mit biefer mittlem SiotationSbewegung um benSdf^wer^ 
punft beS ©pfteme« bre]f)en. 

Die ®letd&unaen (A), weldS^e bie mittlere äBewegung befKm* 
men, f winen auf folgenbe gorm gebract^t werben : 
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<') i^"[»a'-'F)-'(r?-'^)]=«' 

^° Kl- ^)-Kf -?)]=»■ 

dr*D drV dfZ 

SBenn man burdf) -^ / -^ / -^ bte relatben ©efd^winbig^ 

feiten ber ?KoIe!ute in SSejiebung auf ^oorbinatcnebenen be^eic^^ 
net, bie mit einem bie mittlere äSBewegung l^abcnben Körper fort^^ 
riefen; fo ijl f(at, baß bie ben ©djwingungen entfpred^enben 

mxfi\d)en (Sefd^tvinbigfeiten, namlid^ -^ / -jj / T^ ^^^ 9lefu(tan- 

dmJf ^^y dnii 

ttn au« ben (Sefc^winbigf eiten -^ / -^ / -^ unb auS ben relö^ 

drX dty dfZ 

ivotn ©eWwinbigf eiten -jj- / -^ / ^ finb. 9Äan l^at atfo : 

dx dmßo , dyx - -. ^, 

di~ di "^ d« 

dl ~" "ST "^ rf< 

unb bie t>or^er9el()enben ©teid^ungen (I) f6nnen atfo auf folgenbe 
Jform gebradS)t werben: 

CS feien a:', y', z' bie Äoorbinaten ber fdjwingenben SRolefule in 
aSejiel^ung auf Äoorbinatenebenen, xoeld)t bie mittlere äSewegung 
l^aben unb immer burdf) ben beweglidS^en ®d()n)erpun!t beö ©pftes^ 
meö gelten, unb a, 6, c; a', 6', c'; a", 6", c" feien bie ^ofi* 
mt« ber SBinfel, weld()e bie beweglichen Ären ber x', y', 2' refp. 
mit ben feften Ären ber x, y, z bilben; fo \j(ki man nad^ ber 
SSl^eorie ber ^^rojettionen : 



dx 

dt 


dmfr drOß 
dt dt 


dy 
dt 


dmy _ dry 
dt dt 


d% 
dt~ 


dmZ drZ 
dt dt 
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0?= oor' + fcjf' +czf, 

2z=o"a/ + 6'y+c'V. 

2)ifferenjirt man biefc ®Ieidj)un9cn unter bet SBorauSfefeung/ baf 
• bie SRoIefule nur relatbe ®efcl[)n)tnbtgfetten in S3e}tel^ung auf bie 
atö fefl betrad[)teren ben)egUd()en ^oorbinatenebenen l()aben/ fo ftnb 
^/ y% ^ attein in ben jweiten A£()eUen t)erdnber(ic|^/ ttnb man er» 
^alt: 

d^z = d'dxf + 6"dy'+ d'dz\ 

©ubtMtuirt man biefe SBert^c in bie ®(etd[^ungen (J), fo befommt 
man bie ®(ei(l[)ungen : 

(a6' — 6a02:n(a;'dy' — y'cte') + (&c' — c602n(y'dz'— z'dyO 
+ {ca* — (je') Sn (z'dr' — ar'rfz') = , 

(a'i" — 6'a'O ^n (or'dy' — y'cir')+(6'c"— c^fc") 2n (y'dz'— z'dyO 
+ (c'a"— aVO^n (z'rfa:'— ar'dzO=0, 

(o"6 — 6''a) SnCar'dj^'— y'rf^) + (6"c— c"6)2n(y'dz'— z'dyO 
+ (c''a — a^'c) Sn (z'da/ — scfdz') = , 

»eld^e geben: 

iSn {x'dy'—y'dx*) = 0, 
Sn (y'dz'—.z'dy') = 0, 
Sn (z'da;' — .r'rfz') = 0. 

SBenn man ?)olarfoorbinaten in ben Äoorbinatenebenen, j. JB. in 
ber Sbene ber ar'y' anwenbet, unb ba^er fel^t: 

a:'=:rcosÄ, y = rsinÄ; 

fo ftnbet man U\6)t: 

dt ^ dt dt 



%Ux ir^dS ijl ba§ 2)ijferenjia( ber %l(ki}^, welche ber toom 
Änfang^punfte nad[> bem ?)unfte {x*, y', z') 3el)enbe 9labiu$s 
beftor befc^reibt/ unb bie @(eicl()ungen (K) brucfen alfo folgenben 
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®a^ au<: SBenn man bie f4)n)tngenben Sewegunaen 
berSRotefuIe auf£oorbinatenebenen bettelt, roeld)t 
mit bem @9jteme fortrücfcn, unb um ben jum hc^ 
n>eg(i(^en2CnfangSpuntte genommenen (Scbmerpunft 
biet)onund fo genannte mittlere 9lotati0nntmt^nn^ 
l^aben; fo ftnb bte (Summen ber ^robufte au$ ben 
SRaffen ber 9Ro(efuIe unb auS ben 2)tfferenitalen 
bet SUc^eur xotli)t bie ?)rcjeftionen ber t)on bem 
®(bn>eri^unfte nacl^ allen SRoIefuIen be^ SpftemeS 
gejogenendtabienüef toten auf ben bemegli^l^n^Dor» 
binatebenen bei ber relatit)en Bewegung befd^ret- 
beu/ bejl&nbig gletdl^ Slull. 

©piter »erben wir un« btefe« ©afee«, b. ^. ber Sleid^ungen 
(K)/ worin berfelbe enthalten ijl^ jum 83en)eife anberer wicf^ttge^ 
rer @il^e bebienen. 



§. 48. e^e wir baS ?)rtncip ber SRitt^eilung ober Uebertra* 




bie ^oorbinaten eine6 beliebigen 3JloUhxU^ in S3e)iebung« auf 
ebenen, wet^e burcb ben ©cbwerpunft beö Ä6rper6 ge^en, unb 
fidS^ mit ber mittlem ^Bewegung bewegen, ferner x, y, z bie ^o* 
orbinaten beffelben SKelefuleS in ffiejiel^ung auf brei fejle Sbenen 
unb §, n, i bie Äoorbinaten be$ @c^wer})unfte§ in JBejiel^ung auf 
biefc fejten (Sbenen; fo \jCtX man, wenn o, 6, c; af,\/,c\ af*, 
h", c" ilffre fru^^ere »ebeutung behalten: 

a: = cur' + 6y' + cz' + %, 
y = a'x' + fty +c'2' + n, 
z = a' V + 6''j^' + c' V + 4. 

ferner wollen wir mit dm bie £)iffereniiale für bie mittlere 
aScwegung, b. b. wenn ftdf) nur bie Äoftnu§ a, h, c; a', h', c'; 
a", 6", c" dnbetn, unb mit dr bie SJifferenjiale beje«di>iien, wenn 
fid) bloS bie Äoorbinaten x*, y', z* anbern, b. l). wenn jtcb We 
SKotefule blo§ mit ibren relativen ©efcbwinbigfeiten inS5ejiebung 
auf bie bewealid^en ©benen bewegen : fo l&aben wir nac|> ber SE^eo^ 
rie ber ?)roieltionen : 

dx = d„,x + rf^ + d5/ 
dy = dmy + dry + i^t 
dz = dmz + drZ + rf^. 

Um ben Äuöbrurf ber ©umme ber lebenbtgen Ärifte jn trän*? 
fbrmiren, muß man biefe 8Bertlf)e in bie ©leid^ng: 
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fubflitutren. 2Cber ia d,n^ + d^ bic iBetanberung bet (Sntfer* 
nung bc§ ÜWolcfuIeö tjon bem @mxä)U p von einer äu ber 6bene 
ber yz paxalUkn unb iutd) ben ©d)werpunft beö Äorperö gelten« 
ben ebene auöbrürft, fo ijl bfe Summe 2p(i4«a:+rf^) innige 
bet etgenfc()aften be§ ©c^werpunfte« gleich Slull, bje ©liebet: 

^-, p(dmX+drX)d( ^ p(dmy+dry)drf p(</m2 + rfr*yf 

2^ ^ ' 2^ dJ5 ' ^^"^ 515 ' 

meld[)e in bem 2CuSbrucfe ber lebenbtgen «Kraft nad) ber em>^bnten 
©ubflitution t^orfomm^n murren/ jtnb folglich aixä) ^uU, unb e« 
bleibt blo8: 

+ 2s 2- L Sä ^J • 

9tttn f)at man aber: 

d^ = a/da' + y'dl/ + s'dC/ 
d^ = x'da"+ y'db" + z'dc", 

unb: 

d^ = adx' -\- hdy' + cdz', 
<i,y= afd^-^ b'djf ■\- ddi!, 
drz = a"dx'+b"dy' + c"dz'. 

©je ©t^tn a, b, c] a' V &\ af', b", c" ftnb abet a\x^ bur^» 
bJe 9ieIartoncn : 



— 96 — 

trab: 

ab+a'b'+af'b"=0, 

bc+ 6'c'4-6"c" = 0, 
ca-\-&a' + &'a"=0 

mit einander vttbvmitn, worauf fotgt: 

oA» + o'da' + o"da" = , 
bdb+ b'db'+ b"db"=0, 

cdc + &dc' + c"<te" =0, 
unb: 

adb +a^db' + af'db" = — Qtda+Vdaf + b"daf'), 
bdc + 6'dc' + b"dc" = — {cdb + &db' + d'dkf), 
cda+dda' +&'da" = — {ade +a'd& + a"dc")- 

89eru(!{t(^Hat man btefe Sielattonen unb fubflitui'rt bte SBertbe 
»Ott d,^, dmy, dmZ, drX , dry , d,z in baö U^U®liti be§ Zui* 
brucfed ber Ubenbtgett Straft, t«ortit bte bret $robufte dmxdrX, 
dmy dry, dmzdrz t)orf oitimeit ; fo rebucirt ftc^.btefe^ ®ütb auf: 

2{adb + a'db' + af'db") 2 J (y'dx'— x'dy^ , 

+2(bdc+ b'dcf +b"dc") 2 ^ (t'dy' - y'dif), 

+ 2 {cda + cfdal + d'da") 2 ^ {xfdx' — zfdcB'). 

Tibtt ventt6ge ber 6tgenf(i)aft ber mtttlern IBetDegung i)at man 
na^ §. 47: 

2p.(y'dx'—x'dy^=0, I,p(z'dy'—y'dzO=0, 
Zp(x'dz'—z'dx') = 0. 

So(gIt^ t{l bae (e^te ®(teb be§ TCuöbrucfe« ber (ebenbtgen Straft 
g(ei(^ 9luU/ unb man ^at bloS: 

+Hm'HtyHm- 



I 



1 
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£tefe ®bt4»ung bxidt folgenben mtttm&xbi^tn ie^rfaii auii 
bie (Summe bcr Icbcnbjaen Ärifte eines ©pjlem* 
beliebig erfd()ütter ter üJcoIefule lißt ficl& in brei 
SEl^eile jerleaen: l)in bie lebenbige Äraft, xotltl^t 
fammtüc^e fOToIefule l^aben würben/ wenn fie in ben 
9 emeinfd^afttic^en ©clf)n)erj)unft tjerlegt mürben; 
2) in bie (Summe ber lebenbigen Stx&fte, welche 
biefe ÜKoIefule l^aben mürben, menn fie bei ibrer ge» 
genfeitigen Ttnorbnung einen feflen£6rper bilbeten, 
voetd^er nm ben gemeinfdS^aftli^jen ©cbmerpunft bie 
mi ttlere fBemegung })itte, unb 3) in bie @umme ber 
lebenbigen Ärafte, meiere biefelben 9Rolefule t)er5 
m&ge ber relativen ©efcbwinbigfeiten in JBejie^ 
bung auf ^oorbinatenebenen f)abtn mürben/ melcbe 
biefe mittlere Slotationdbemegung b<^ben. 

SEBir moUen ber Äürje megen in bem golgenben bie beiben 
etften ber angeführten Steile ber @umme ber lebenbigen drifte 
jufammenfaffen / unb unter ber mittlem S5emegung obne mei- 
tern äufafe ben Snbejriff ber beiben erjlen SBemegungen t>erjteben/ 
für »eld[>e bie lebenbige Äraft folglich) auS ben beiben erjten ber 
angefübtten 3^b^t(^ beftebt. 

§. 49. SBir moHen nun bie ®Ieicbung ber lebenbigen Ärifte 
für ein Softem Don STOolefulen betracbten, welcbe gegenfeitigc 6in^ 
wirfungen auf einanber ausüben, unb einen Äorpcr bilben, worin 
beliebig ^d)mUe ßrfcbütterungen ober ©cbwingungen ^att finben 
f&nnen. 68 bejeicbne R bie gegenfeitige ginwirfung jwifcben jwei 
benad()barten SRolefuleU/ unb r beren gegenfeitige Entfernung; fo 
ijl bie t)on allen fWolefularwirfimgen b^rrübrenbe Arbeit eine 
Summe t>on ©liebern t)on ber Sorm : 

S/Rrfr, 

weltbe fiö), wie wir gefeben baben, auf SWuU rebucirt, wenn bie 
SRolefule nicbt erfclS)üttert werben-, aber in bem gegenwartigen 
Salle ift biefe Summe uicbt blo8 nid^t 9?ull, fonbern fte fann fo« 
gar febr betrdcbtlidb werben, ©leicbwobl fann man, wie wir ge^ 
feben baben/ ben 3nbegriff aller foldjer ©lieber binweglöffen, ba§ 
bei^t, man bxai\(i)t bie 83ibration6gef(bwinbigfeiten ber SKolcfule 
nicbt in 9ie(bnung ju bringen, obgleich fie febr merflicb fein 
f6nnen. 

68 bejeicbne, wie gewobnlicb/ P eine ber auf gewiffe ober 
auf alle Ü)iolefule wirfenben iußern Jöewegungöfrdfte unb P' eine 
ber dufiern äBtberftanb8frdfte ; fo erl^dlt man/ wenn man für jebei 
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fRolehtl bie ®Iei4^ung ber lebenbtgen Mxi^e hübtt, tmb Mt btefe 
®(ei4^iingen )ufammenabbtrt: 

(Q) 2g-2^^ = £/Pcfo_/Pd,+S/Rdr. 

Q^ feien t?m unb t?r bie <Sefd(^n)tnbtgfetten tin€i beliebiges 
9RcUtx\M bei bet mittlem unb bei ber telatiotn Setoegung/ toenn 
baffelbe auf Sbenen belogen n^irb, welche bie mittlere {Bewegung 
baben/ unb V begeicbne bie ®ef(bwinbig!ett beS &dfxoetpuntMi 
fo bat man nad) bem im t>orbergebenben § beiDiefenen <So^ : 

SSenn bie relative fiSemegung nid(^t jlatt finbe^ fo b<itte m«nb{o<: 

unb ber erfte SEb^il biefer ®let(bung briidte attbann bie @itmme 
ber lebenbigen Gräfte bei ber mittlem t)onflcinbtgen ober 
a^otalbemegung au6/ b. b- tpenn man fowobi bie |t)rtf(bret« 
tenbe^ n>te bie bre^enbe SSemegung in Säetta^t m^t Se^et^fnet 
man folglicb mit v^m bie ©efdpminbigfeit eined 9RbIefuIe$ in ixt^ 
fer mittlem 3;otalben)egung/ fo fann man bie ©leid^^ung (R) auf 
folgenbe gorm bringen: 

^27-^"%"+^!^' 

n>orin man, wenn man wiU, ben 2(ccent binmeglaffen fann/ wo 
ftcb al^bann Vm auf bie mittlere S^otalbewegung bejiebt. 2)ie 
©leicbung (Q) fann alfo auf folgenbe gorm gebradf^t »erben : 

^ ^ 2g tg ~ ^9 ^9 

SBenn wir auf bie ©leicbung ber lebenbiaen Ärifte bei ber 
reiatiüen ^Bewegung (§. 30) jurudFgeben, mit dU ben t>o« einem 
SRotef ule in biefer xtlaXmn äiBemegung befcbriebenen unenbltcb K^i' 



ntn Sogen mib mitPm Me naöt btefm Sogt n ittiifMtSttmpe^ 
mente ber Araft beieidl^neti^ weldEK Mefem !Dto(efn(e bte Seivegitns 
ert!l^et(en IbtmUf xoü(i)t baffelbe ^aben »ütbc/ wenn e< mit bnt 
bie mittlere fiSen^egung l^abenben Ttx^n auf eine uitDetinberlid^e 
Seife fe^ loevbunben m&e; fo ](^aben n>tr: 

@ul^tutten n)ü ben fBkttf^ U$ edlen a:^tle« btefec 9Uu 
d^ungCT) tii bte t)ot^erge^enbe ©{etc^ung (S) imb fe|en d^s+drS 
^x ds, fo fommt: 

Xuö btefer ®{fi<i^ns finb alfo bie oon bett !B(f>Ie{u(am>tr' 
hingen Ij^errubtenben ©lieber SjTRdr unb bie t>on ben relatit^en 
®ef(bn>inbtg(eiten ^errü^renbea t)erfd[)n>iinben/ fo bafi man folgen^ 
ben 8:e]IS)rfa| b^t: 

2Cuf ein @9|tem »on SRolefuUn/ tt)el(|)e mit be« 

üeblg grüben retatii^en ®efdE)minbiaf eiten erf^^üts 

tert tt>erben/ fann m^n ba$ ^rincip ber lebenbigen 

Ätifte ober ba6 ber ttebertragung ber Arbeit an- 

wenben, wenn man bloß bie mittlere ^Bewegung in 

fiSetrac^t )iebt/ ol^ne n>eber auf bie retati))en ®e^ 

f4>n>inbigfeiten ber SRoleluIe, nod() auf il&re gegen^ 

feitiaen (Sinwirf unaenr JRficfficI^t ju nei^men, ob^ 

gleiJ^ biefe ÄrJfte tn ffolge ber erf(I)ütterungen 

fel^r merflicbe iQuantitdten Arbeit bewirf en f innen, 

unb man brauci()t ju ben t)on ben dufiern Ärdften b«p 

t&l^renbett filuaitttt^ten 2(r6eit nar bie ||i itiit^ufü« 

gen, weldi^e j^errfilf^ren würben: 1) t>on fingirten 

Ätdften, biejebem aU frei betradS) teten SKolef ule 

bie mittlere »ewegung ertfi eilen f6anten, unb 

2) t)on ben relatioen aSerrürfungen ber 3Bolelule in 

. SSeiiel^uitg auf tie bie xtiitiUxt Bewegung l^abenben 

Jtoorbinatenebenen. 

§. 50. äSir wollen nun geigen, bafi/ wenn bie aiolefole mir 
»«tt« erfc^^uttert werben, fo baf fid^ bie auf bie gan^e Xußbeb» 
mmg bed it&rperd erlfarecfenben Sntegrale nid^t merfiid^ dnbern^ 
*e« bur<^ S/Pmilr« auögebrudte %\fZ\i ber Arbeit, weiter bie 
Äotreftiott auÄrurft, bie man anbringen muf , um oon bera gaKe, 
»0 bie 3Rolefule ni*t erfd&üttert werben, ju bem überiugel)en, wo 



fte erfdl^ttert rotxitn , t)emad^I&ff[gt tverben tatm, mb man folg^ 
lid(^ bie ®Iet4^ung ter (ebenbtgen drifte, ober bad Drinctp ber 
Ueberttagung ber Arbeit für \>it mittlere ^Bewegung antoenben 
tann, wie ed aud^ bei ben 2Cnn>enbungen aef<^iebt/ obne ba^ bie 
fdS^wingenben äBewegungen ber ÜRclef ule uiio bie bat>on l^errfi^ren^ 
ben SBirtungen einen merflic^en Sinßufi auf bie diedS^nung ()aben 
f6nnen. 

Sfi feien Xm, Ym, Z» bie re4)tn>infltgen J(omf>onenten ber 
Araft, beren nadb d^ gerichtete ^omyionente P«. ift; fo l^at man: 

folgli* : 

Ymdt^ = - (ic'cPa' + y'cPA' + z'iPcO, 

Zit $roj|e{tionen Don d^ auf biefelben feflen. Zxtn {tnb: 

aÄi:'+ bd^+ cdf, 
u'dxf+b'dy'-^'CfdTf, 
a^dst'+V'dy'+d'dzf, 

unb ba bad TCrbeitSelement "Pnd^s bie@umme ber fomiponirenben 
XrbeitSelemente ift; fo fommt: 



Serrid[^tet man bie aRuIti)>Iifattonen unb btlbet bie @umme ber 
Al!)nlicbeh ©leicbuhgen für aHe SRolefuIe beS bewegten £6ryerS; 
fo erbilt man, »enn man bie Saftoren^ meiere nicbt wn ben re» 
latitjen Äoorbinaten x*, y% zf ablS)<lngen unb für aVit fünfte be« 
it6r))erg biefelben bleiben, au§ bem @ummen)ei(ben 2 l^erauS« 
fefet: 
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SPm drS dJl?— iaePa + afdPaf + o"«Pa'0 S - x'dx' 

9 

+ {cO'a + c'tPo' + c"<Po'0 S - *'«fa' 
+ (orf»6 + afd^V + a"d*6") £ - y'da^ 
(V) ^ + (6(P6 + Vä^b' 4- 6"d*6'0 2 - ^djf 

+ (cd»6 + &d^V + c"rf»6") Z- y'dx' 
+ (jad^c + afff& + a"«Pc") S - s'<fa' 
+ *d»c 4- 6'dV + 6"iPc") 2 - 2fd^ 
+ (cd»c + &d^e + c"d»c'0 2 -«'rfz'. 

3ttt Seteinfad^ung btefet Sßert^e/ woQen wir un< erinnern/ ba|lt 

odo+ a'da' + af'daf' = , 
bdb + 6'd6' + 6"dA'' = , 
cdc + &d& + c"<fc" =0/ 

fotglic^: 

o<Pa+ a'd^af + o"rf*a" =— (<te»+ *»"+ «ia"») , 
6(P6 + 6'd»6' + b"d*bf' = — (db* + db'* + d6"«) , 
crf»c + c'ePc' +c"d»c" = - {de* + dC» + dc"^ 

% unb btc Jtörje wegen fetten: 

hda + 6'do' + h"da," = hdt=— (adb + o'dft' + a"db") , 
cdb + c'dft' + c"d6" = jfcdt = — (6rfc + b'dd + 6"dc'0 , 
adc+a'd&+a''dc" = Wt=— (cda+ c'da'+ c"da") ; 

fo ergiebt {t4> burc^ lOifferenjirung : 
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htPa + ("(fa' + y'tbaf' —dhdt > (dbda + 4i/daf +db"daf'), 
ciFh 4- ddPlf + c"cPft" = rfjtrfe - (dcdb +d&dV + rfc"rf6") , 
adPe + a'dV + a"rf»c" = dm- (dadc + dafd& + dtf'de'O » 
a<P6 + o'rf»6'+a"iP6"= - dAdt— (dod6+do'd6'+ da"dJbf% 
btPe + 6'dV + 6"<f c" = - d*«ft — (dMc + db'de' + ett^'ite'O/ 
cd»a+c'<Pa' +c"iPa"=s— tUdt — idcda+d&da'-i- d&'da"). 

Säuren wir btefe SSertl^e in tie ©bid^ung (V) ein, fo fommt: 
— (d6* + «»" + di"») 2 2. y/rf^ 

-{dadb-{-da'db'-i-da''db'')^3ifdy'+ifd3^) 

(^) ( — (c«6rfc+d6'dc'+d6"rfc")2^'<fe'-Krfy) 

—(dadc-\-da'ic'+dc('dc"):^^^daf+afdx') 
-\-dhdn^(x'dy'-y'dxO 

+dkdt^j(ll'dz'-2fdyO 

^ + «ttrfeS j- iifdaf-^afdaf) , 

unb wenn wir bie @umme SPm(2r« auf aQe üRolefuU beö i(&rs 
^>ere erjhecfen; fo 5o6<n »»«/ ^o fft^ ^i« Äoorbinaten a*/ y', j/ 
auf bie bie mttttere lEBewegung t)abenben Ebenen be)iel^en: 

S J(jr'rfz'-z'dyO=0/ 
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fo btffr bie hm le^Un ©liebet au* bem t)ot^ergel^enben VuSbtuffc 
tMrfdi^mmben/ ttnb man fann iai)ex fe^en: 

-[(iy+(^r+(^>'^-'*-> 

£te ju befltmmenbe Jtorreftion ifl folgltcb: 

-"V V 5i5 )^^^ 

^ r/dbdc+db'de'+dh"dc*\^f^zf 

~V \ ä^ /^"«T 

/^/^ dadc+da'dc*+da*'dc"\ fz*x* 

-V \ dF J^^W 

S)a ft(l() bie S^olefule nadE^ ber SBoraudfel^nng in S3e)telE)ung 
auf bie ebenen/ meld^^e bie mittlere JBemegung l^aben/ n>enif) auf 
i^en urf<>rütt8lidSKn gagen entfernen, fo onbern fic^ bie bifferen* 
Ritten @ummen X w&btenb ber 33en>eguns fe^r n)enig. JBejeid^« 
nen wir alfo eine biefer Summen mit A unb ben mit ber ^^it 
t)er5nberlid^en Äoefficienten unter bem gntegratjeidS^en f mit P, 
fo jtnb biefe Sntegrale t>on ber Sorm: 



/' 



Vdk. 
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di feien ti,U bte Qren)en inSe^ief^ung auf bteBcit, unbPtA«, 
PiAi t)te SSert{)e ber®r6fe PA für bie ©renjen be« SntegraM/ 

fo ^aftnari/ wenn man t^ellweife integrirt: 

Da f[c^> P ftetig dnbert, fo f ann man ba6 Sntegral immer m* eine 
enbUcbe unb )n>ar jiemlid^ tieine 7iniaf)l t)on Zf)dUn ^erlegen/ 
für welcbe dP ba* Seichen nietet dnbert. JBejei^net alfo A' einen 
mittlem Sßert() t>on A für bad 3nten>aU t>on (g biö ti , fa l(^at 
man/ ba P bad 3ei4)en nid[)t dnbert: 



/ 



J'ArfP=MP,^P,); 



aber ba A eine ®r6fie ift/ meld^^e ^6) nidS^t merf(i(i(^ dnbert/ weil 
ftcb bte 3Rolef ule na^) ber SSoraudfe^ung nur febr wenig t^on tl^ren 
urf})rün8ljcben gagen entfernen; fo fann man fe^en: 

Ai=Ag +«1/ 
A' = A<i + a', 

wo ai unb yx' fe^r Keine <3r6{ien ftnb. 
SKan böt^bemnad^: 

h 



L 



,^ PdA=P,(Ao + ä,)-PtAo-(Ao + aO(Pi-Pi) 
= a,Pi-a'(Pi-Pe), 

unb ba «^ , a' fel^r Keine ®r6fen ftnb, fo ift audf) ba« Sntegral 
/ '' PdA eine febr Heine ®r6fie. ffolglidf) ftnb bie fed(>ö 3nte* 

grate, weU()e ben SBert^ oon ^fPp^dfS bilben, aUe für jebe 
2)auer ber JBewegung, wdl^renb weld^er bie 5>ifferenjiale ber ftdj> 
auf bie mittlere i&ewegung bejiebenben ®r&^en ba6 Seieben nic^t 
dnbern, \z\)x Kein, unb ba man bie Dauer ber S3ewegung im^: 
mer in eine enblicbe Änjabt foldjer Snterüatte jerlegen rann; fo 
folgt, ba^ bie ®r6^e 2/ P„dr* t)ernacbtifftgt werben fann, wenn 
bie aSerrücfungen ber 3)colefule ^egen bie ebenen, welcbe bie mitt* 
lere ^Bewegung l^aben, febr Kern ftnb. ©ö ffnbet alfo in biefer 
Äorau6fefeung folgenber ©alfe ^ati\ 

SBenn bie SRolefule zinti feften Ä6rj)er8 rela« 
ttüe ®efcbwinbig{eiten ge^en einanber be!ommen, 
unb fie entfernen fid() l^tx btefen relatit)en JBewegum 
gen t>on tl()ren urf^rünglidi^en Sagen nur rxxa ®r&|ien, 
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rotl^e ge^en bte S^tmenHonen beS ie&r)>er< fe^tr ((ein 
finb; fo ftnbet baö ?)tiucip ber Uebertraguna bcr Xr* 
beit ober bie ©tei^^un^ bcr lebcnbigen Ärdfte nod() 
ftatt/ menn man nur bte ben mittlem Sewe^ungen 
entf:|)rec|)enben ©efc^winbigfciten unb befd^riebenen 
SBege in fBcttaä)t iiebt. 

ydndp ber ttebertradung ber TCrbeit für eine Ulithic^t ^ar^tne mit »etdcfs 
{Id^ttgund ber SHeibung. 

§. 51. SSetradS^ten n>tr nun eine beliebige äßafcbine^ meiere 
aus einer SBerbinbung Don feflen ^6rpem beflebt/ bie einanber 
lo&lbtenb ber ©ewegung berubren. 2)er üorbergebenbe Jebrfafe^ifl 
auf ieben einzelnen ÜRafcbinentbeil ann^enbbar; aber }u ben du$ 
fern Ärdften, weldj^e in ben 2Crbeit8quantit5ten ^fPä^s t>orfom« 
men mÄffen, finb npcb bie gegenfeitigen ginn>ir!ungen ju jdbl^U/ 
welche bei ber S5erübrung ber Ä6ri>er iwifcben ben benachbarten 
ÜRotefulen entfleben. 2)enn e6 oerl^&It ftc^ mit biefen SBirtungen 
nidS)t fO/ wie mit ben jwifcl^en ben SKoIefuIen beffelben Ä6rper6 
{latt ftnbenben; fte t)erfcbn>inben nid>t arxi ber beftnitit>en ®lei(|^ung 
ber lebenbigen Ärifte, fonbem e6 entfpricbt jeber jöerubtung unb 
iebem ^6rper ein ©lieb öon ber gorm: 

n>eldbed ayx6^ burc^ S/Rc^r auSgebritcft werben fanu/ n)o bad 
©ifferenjial ii«r nur fo genommen ijl, baf ficb bie SRolefule beö 
*6rperS bewegen. fl3ei ber Äbbition ber ®teid[)ungen ber leben^ 
bigen Ärafte (ur bie beibcn einanber berubrenben itorper braucht 
man nur bie beiben Differenjiale d^x für bie beiben 9Rolefule, 
weldl^e bie SBirfung R auf einanber ausüben/ jufammen ju abbi« 
ten/ unb bie @umme wirb wieber auSgebrfirft bur4>: 

S/Rrf^r, 

too *tr l^itt ba6 ^otalbifferenjial ber Entfernung r jwif4)en ben 
9Rolefulen wdb^enb ber gleid()jeitigen SBewegung ber beiben ein* 
anber berübrenben Äorper bejeicbnet. 

Um ben SBertb ju bejlimmen, welcl^en biefeS ©lieb annebmen 
muf, wollen wir bemerfen/ baf ^ ba iebe SBirfung R eine f^un"" 
Ition ber gegenfeitigen ©ntfernung r ber beiben 9Role!ule ijl, unb 
folgUdb benfelben SBertb wieber annimmt, wenn r wdbrenb be6 
SSorubergangeö beS einen ?!Rolefuleö oor bem anbern wieber ben« 
felben SBertb befommt, ba§ nicbt wie ba§ SSorbergebenbe für bie 
mittlere ^Bewegung genommene Snteflral, 'fonbem baö für bie 
wirtlicbe Bewegung, wobei aucb bie ©cbwingungen ber 9Rolefule 
in 85etracl(|t gejogen werben, genommene 3ntegral fVidr au« jmei 
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Zeiten Uf^t, wehiK etnanber gld«6 tmb wn etttgegcKgefcttm 
Sdd^en ftnb, fo ba# man fe^en tann: 

/Rdr = 0. 

2>a aber bte Entfernung r eine ffunftton ber J(oerbmateii 
ber betrachteten SRolelule beiber Stixpex in 93e)tel^ung auf bte bte 
mittlere fi3en>eguna b^benben Sbenen unb ber ^oftnuffe ber Stn^ 
ftl ift, rvddft biefe beroegltdjen @benen mit ben fefhrn 3fren IxU 
ben; fo ijl ba« SCotatbrfferenjiat dr bte Summe ber |)artialbiffes 
renjiale dmr, drV, mooon ba$ eine für bie mittlere SSenoegung, 
b. b- menn ftd!^ nur bie erwat^nten itoftnuffe ^nbern, unb bad am 
bere für bie refatiioe »ewegung, b. 1^. wenn man nur bie Jtoorbt« 
naten ber SRoIefule in S9e}ie()ung auf. bie beweglich ebenen 
i^riiren M^i, genommen ift. ÜRan b<^t mitl^in: 



tmb folglich : 
9i tfl alfo: 



dr=rf«r+cftr, 
S/Rrfmr+2Rd^ = 0. 
2/Rrf„r=-2Rdrr. 



2)aS )Dtfereniia( drV \\%i ^\^ in jmet Xl^eile jerlegeu/ mooon 
ftc^ ieber nur auf bie relatit)e ^Bewegung ber SRoIefuIe etneS etn^ 
jt^en i(&r))er$ bejiel^t. fi3eieic|)nen wir biefe ^^artiatbiferen^iale 
mtt d'rT unb d^'^, fo IS^aben wir : 

unb foIgIi(|^: 

£/Rd^ =— X/Rd',r - S/RrfV 

Sir woQen nun iebe$ ber ®tieber: 

S/R<i'^ unb S/Rrf"^ 

nil^er unterfucl^en/ wobei wir aber/ ba betbe t)on etnevtei 9tatnt 
finb/ nur etnd berfelben: 

S/RdVr 

)u betradj^ brauc^^en. 
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S>a6 2>iferen)iai H^ ift in btefem Xudbtucfe fo genemmen/ 
bofl fic^ nur etnö ber beiben ^olefule bewegt ^ unb )n>ar für bie 
re{atbe Sen>eaung/ wobei n>ir bemerfen wollen ^ bag ftcb bad be^ 
tracl^tete SBoleful toor ber Sinwirfuna ber Äroft R unter bem 
Cinfluffe ber t)on allen benad[)barten SRolefulen ausgeübten Wa* 
fungen xxa ©(eidj^gewid^te befanb. Durcb bie (Sinwirfung ber 
neuen £raft R wirb biefeS SKoIefuI <xyx% feiner @Ieicbgewtcl[^td(age 
entfernt/ aber bie t>on ben benachbarten ÜRolefulen beffelben S.ht^ 
^er6 in Solge biefer S3erru(fung auf baffelbe ausgeübten Sßirfum 
gen ^reben eS in feine urfprungticbe Sage }war nid^^t birett/ aber 
vermöge einer ?Reibe oon @dl>wingungen um biefe Sage be« ©leid^« 
gewicbteS jurudjufubren. 

Sur bie relativ unb fcbwingenbe S3ewegung ber bur4) bie 
bei ber JBerübruna ftattpnbenben SJirfungen auf biefe SEBeife »er* 
rädFten 9Role(ule rann man baS in §. 30 für bie relatioen 93ewe$ 
Snngen aufgeflettte Drincip ber lebenbigen drifte anwenben. Die 
wegen ber mittlem «ewegung jebeö it6rf>er$ einjnfu^renben ftn« 
gtrten Jträfte geben nur eine £luantität 3Crbeit/ welche gegen bie 
wn ben bei ber geringften Serrttching ber äßolelule eine betr&cbt« 
Itdbe Sntenftt&t erlanaenben gegenfeitigen @inwirfungen berrulj^« 
renbe Guantitdt Arbeit ganj unmerfli^ ift, unb eS^Derlj^lt ftd^ 
alfo gerabe fO/ wie in bem ^aUe eineS rubenben ^\>tpit% , auf 
beffen 9)folefule o,i^ einem WcjixXt ber iOberfläcbe/ ober xxi einer 
geringen Sntfernun^ t)on berfelben £r^fte R wirteu/ welcbe fie 
9i}x% ibrer 8age beö @leiclf)gewid!)teS entfernen. SDurdj) biefe SBer^ 
tä(fnngen werben bie gegenfeitigen (Sinwirlungen jwifd^en ben 
üRolefulen beffelben ^6r^erS geanbert/ unb wir wollen mitR^ bie 
9lefultante ^Xi^ ben neuen auf ein ^oleful wirtenben Jtriften be^ 
uid^neu/ wel(l!)e für bie ®lei(|)gewic^tSla^e beS 9)tolefuleS ShtU ift 
^ferner bejeid^nen ^/Bfdr* bie i)on biefen neuen Ärdften ober 
SBirfungen b^nül^renben Guantitdten Arbeit, t/ bie relatit>e ©e» 
fc^inbigfeit irgenb eineS ber betrachteten äHoIefnle unb p ba5 
®ewicl^t beffelben; fo b<^t man nadb bem principe ber lebenbiaen 
itrdfte ber relatit^en ^Bewegungen/ unb weil bei bem ^Beginne oet 
ffiirfun^ ber aufiern JCraft R jebeS SRoteful feint relatit>e Qe^ 
fd^winbtgf eit l(^at: 



ober: 



2 ^ =2/Rrf'^r+Z/R'A-', 






£{e ben Sirtungen R^ entf)>rec|)enbe 3(rbeit fann nur eine 9&\t 
berftanbÄarbeit fein^ wenn, wie wir wrouÄfefeen,. bie 3RoU« 
btle ftd^ iDor il^rer SBem&dung in ber Sage beS ftabilen ©letd^c« 
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wU^M btfanben/ loeU^e fie lotcber onsmie^inm {heben; bmn bie 
bemrgenifeneti Gräfte babtn nacb ben ^orbinatenaren ^mpo^ 
nenten. loelcbe nacb biefen Hxtn guerft in einem ber SSerru(htng 
entaegengefe^ten @inne n)irfen/ weit fonft (ein {labile^ ©(eicb^e? 
wt(bt ftatt ^efunben hi^ttc. 2)iefe Komponenten tonnen folglt^^ 
nur £luantitaten SSiberflanbdarbeit b^i^o^^brinaen , felbfl n>emi 
man nacb ber |>eriobe ber Entfernung au§ ber @letcbgen>i(bt$lage 
eine $eriobe ber StndUf^x betracbtet; benn mdbrenb biefer (e|ten 
9ertobe würbe bod) bie S3en>egung^arbeit ntcbt großer fein ton^ 
nen, atö bie n>abrenb ber erjlen $eripbe bert>orgebra(bte SBiber^ 
flanbSarbeit. 

5)ie ©lieber "ZjWdr* finb atfo negativ; folglich befielt 
bie @r6§e S/Rd^^ aud im\ pofttiioen Sbeilen, ijl atfo immer 
pofttit)/ unb baffetbe gitt für bie ficb auf ben jmeiten Shvptx be^ 
jiebenbe ®r6ße ZfRd\r. 

Die »on ben 9teibungen 2/Rd«r bwrubrenbe Arbeit, wtl^t 
=~£7'Rd'rr— syiWrr ijl, wirb atfo burcb eine negative 
@rofe audgebrittft, unb erfcbeint immer at6 ein Serlufl. Snfo^ 
fern atfo bie SBirfung ber Steibung barin beftebt, bie SRoIefute an 
ber Serübrung^fleile/ unb folglich fuccefftoe aucb aUe übrigen 3Ro' 
tefute in fcbwingenbe ^Bewegungen ju verfemen, muf man eine 
SBiberflanb^arbeit emfubren, wenn man nur bie mitttern SSewe^ 

Sungen ber betben einanber berübrenben Korper in 33etra(bt jiebt, 
. b- (^ ge^t immer ein Sb^it ber 33ewegun^arbeit burcb biefe 
@(bwingungen vertoren, obne bafi bie mittlem Bewegungen, wetdfte 
man altein in ber ^xaxi^ in SiedS^nung bringen mu$, vortbeitf^aft 
»erinbert würben. 

Uni bem Dorbin ©efagten folgt: ba^ iai ^rincip ber 
Uebertragung bertXrbeit für eine eine beliebige 9Ka^ 
fdj^ine bilbenbe SJerbinbung fefter K&rper jlatt fin^ 
bet, wa^ für ©cbwincjungen in biefen Korpern ani^ 
inxd) bieSleibungen in bcnS5erÄbi^«ng§punJten ent^ 
fteb^n m6gen, wofern man nur bie mittlem SSewe^ 
gungen in dtecbnung bringt, unb bie ben Sieibungen 
entfprecbenben £luantitdten SBiberflanbdarbeit in 
jßetracbt siebt. 

Seftimmung ber bur4 bte dteihunq fonfumirten JQuanttt&t TCrbeit. 

§. 52. Die ^ered^^nung biefer Quantitäten Arbeit laßt flc^ 
burcb bie fotgenbcn JBetracbtungen febr vcreinfacben. 25ie burd^ 
bie Steibungen verloren gegangene Tfrbeit beflebt aui ©liebern von 
ber gorm I^/Rdmr, wo dmr bie Äenberung ber gegenfcitigen ®nt* 
femung jweier ÜRolefule bejeid^net, welcbe jwei vcrfcbiebenen Ä6r^ 
pern angeboren unb febr nabe an ber äBerubnmgöoberflicbe liegen, 
tnbem btefe Xenberung nur für bie mittlem ^Bewegungen genom« 
mm ift. Diefe ®r6|e, fo wie aUe von ben gegenfeitigen &n^ 
wirfungen b^i^töl(irenben fluantitdten 2Crbeit, anbern {u|^ ni(bt, 
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wenn man htm @9{teme ber betben einanber betiil^renbcn Stbtptt 
eine gememfd^afrtid^e ^Bewegung ertl^eilt, weldj^c bcr mittlem äße« 
wegung be6 einen ber beiben Ä6r^)er gleich unb entgegengefefet i% 
fo baß biefe ^Bewegung aiifgel^oben unb oer Mxpet in ben Su« 
^anb bcr Stii^^e tjerfefet wirb. 2)ie S5ere4)nung ber ©lieber 
syRdm»* wirb aKbann febr erleichtert , »eil man bie 2(enberung 
dir nur für bie ^Bewegung e i n e ö Mxpet^ in betrachten i)at 
3«r aSereinfacbung biefer Slecbnung wollen wir bemerken, baß 
man rPdm« für fRä^r fefeen f ann, wo dm« ber SHJeg \% weldt^en 
ein SOcolef ul be§ beweglichen Ä6rperö, auf welcl)eS tjon einem anbern 
SRolefule be$ benachbarten unbeweglicb geworbenen JRir^erö eine 
S3irfung R ausgeübt wirb, mit ber mittlem fiJewegung befcbreibt^ 
unb wo P bie .Homöonente ber Äraft R in bem Sinne beö SBBe« 
geS dmS ifl. @ebr nabe an ber JBerubrungSoberfldcbe finb aber 
bie ©cfdbwinbigfeiten ber mittlem ^Bewegung ber bewegltcben Ä6r« 
per an ber JBerubrimgäoberflacbe tangent; benn felbjl bann, wenn 
außer ber gleitenben ^Bewegung nodb eine jweite roUenbe iBewe- 
gung ftött fdnbe, fonnte biefe lefetere al6 eine bem Ä6rper ertbeilte 
Rotationsbewegung um eine a^angente an ber JBerubrung«^ 
flache betrachtet werben, unb gäbe auf biefer Sangente nur ©e^ 
fcbwinbigfeiten, welcbe gleicb KuU unb in allen benachbarten 
|>unlten be^ IBerubrungöpunf teö unmerflicb jinb, fo baß alfo d«# 
ein in tangentialer 3li4)tung an ben S5erüt)rungöflicben befdbrie- 
bener SBcg ift. SBenn man bie® lieber ^PcC* für alle SRolefule, 
weldt)e na^e an ben S3erubtung§fld^en fammtlicb gleiche ©efcbwin^ 
bigfeiten Ib^^ben, jufammennimmt; fo \^ d^s ein aemeinfcbaftlidber 
Saftor, unb bie ©umme ^/Pd^s wirb = /dLs^Pf woburdf) 
bie £luantitdt Arbeit auSgebrficft wirb, welche einer Slotalfraft 
SP entfpricbt, bie an einem ftngirten 9>unfte angebracht ijl, wel- 
cher in ber Seit dt einen SBeg d^s befcfjreibt. 33ie Äraft SP ijl 
bie Sotalreibung für ba§ ©pftem t)on ?)unf ten, welche alS biefelbe 
®efcbwinbig!eit b<»benb, betrachtet werben, unb d^s brudPt bie 
®r6ße au§, um welche ber eine Äßrper auf bem anbern in ber 
ttnenblid^ «einen ^eit dt fortaleitet. . 25ie burcb bieJReibung jwi« 
fcb«n jnoei ÜRafcbinenbejianbtbeilen fonfumirte Quantität Arbeit 
wirb alfo im Allgemeinen burcb ein 3ntegral auögebrucf t, welche« 
ftcb auf bie .i)auer ber Uttaö^ttUn ^Bewegung erflredPt, unb beffen 
f lement baö 3)robuft au§ ber SEotalreibung für alle aSerübrungö« 
punfte, weldbe gleiche unb parallele ©efcbwinbigfeiten b^^ben unb 
au§ bem Sdngenelemente ift, um welcbe§ ber eineÄ6rper auf bem 
anbern bingleitet. 

2)er abfolutejffiertb beö t)on ber JReibung berrübrenben SSer* 
lußeS an Arbeit fann nur burcb ©rperimente bejlimmt werben^ 
unb um biefelben anjujiellen, braucht man nur jwei Äorper mit 
einanber in äSerübrung ju bringen, unb bem einen biefer beiben 
*6rper auf bem anbern rubenben eine gleicbformige ^Bewegung 
}U (rtlj^eilen. ^a in biefem $alle jeben 3(ugenblicf jwifcben ber 
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kern bewed(t(|^ Mvptt mit^tO^nlUn SiviwxÜtat Xtbcit/ wxh ber 
von ben aKoUtuIanptrlttnaen/ xo^li^e bei ber SBtt&t^xunß ftatt ftm 
Un, aQein ^emi^renben SBibetflanböarbeit ®Cet(bl(^ett ffatt ftnbet; 
fo ijl/ toenn man bie SSeweaungdarbeit (ennt^ au(^ bie t)on ber 
Stetbung ^erru^renbe SBiberjtanböarbett befannt. 2(uf btefe SSetfe 
^t man gefunben/ baf man btefe SBiberflanb^arbett ali t)on einet 
asiberflanb^fraft F/ ber Sleibung/ loetd^e in bem SSeräl^rung^ 
punf te an bem bewegtidj^en Xbtptt unb nad^ bem entgeaengefe^ten 
Ginne feiner gleitenben fBmtqvnxa auf bem unben^egud^en Mt^ 
per loirft/ berrttbrenb betrachten rann, ^an f)ai gefunben, b«^ 
bie 3ntenjttat biefer Äraft nal^eju bem bei ber »ern^rung beiber 
JCirper flattfinbenben iRormalbrurfe ))ro))ortional unb )Ug(etdi^ i^on 
ber ®efd^n>inbiafei( ber 93en)egung unabb^ngig i% n>enigfien6 bt9 
)u ©efd^minbigfeiten »on ungefdt)r brei SKeter in ber ^ehmbe. 

SBir »erben ber SBerecbnung ber ^Reibungen/ welche eine fo 
wicbtige fRoUt in ben!lRafd)inen fpielen/ fpiter ein befonbereS ita? 
piUi n^ibmen. 

SBom ®tofie. 

§. 53. SBenn jwifcben jwei Ä5ri)erf9ftemen, ober jwei belie« 
bigen ÜRafcbinen ein @to^ ftatt ftnbet, fo fann man ni^t mebr 
anncbmen/ bafi bie 9Ro(e!u(e beffelben i£6rper$ ibre ttrfprünglicben 
gcgenfeitigen Entfernungen beibebalteu/ fonbcrn e8 entjleben burc^ 
ben <Sto9 Srfc^utterunaen ber !!ßoIe(u(e/ n)orauf bie Xb^orie fftiä^ 
ffcbt nebmen mu^. 3qei feflen £6r))ern fann man jebodb annef^- 
men/ bafi bie Sormt)erdnberungen unb äberbaupt bi^ gegenfeitigen 
SSerrüdungen ber^olefute jebe^^or^erg wdbrenb ber febr furzen 
Seit/ welche ju ben ©cfcbwinbigfeitöüeranberungen erforbert »irb/ 
febr gering gewefen ftnb, b. b. man fann annebmen, baß bie 9Rit* 
tbeilung ber ^Bewegung in einer febr furjen 3eit erfolgt. 

S3etra<btet man bie 99en)egung iebed 9Ro(efu(e^ todbrenb ber 
febr furzen 2>auer bed ®to$e6 / mabrenb toel(ber eine pli^tidbe 
SSerdnberung feiner ®ef(bn>inbiafeit flatt ftnbet/ fo mu$ man an« 
nebmen / baf auf biefed Volenti alle benachbarten ÜRolefute unb 
aucb duferen Ärdfte, j. S5. bie @cb«>^te, wirfen. SBenn man ffir 
bie virtuelle ©efcbwinbigfeit jebeS SKotefule« biejenige nimmt/ 
melcbe jiatt ftnben würbe/ wenn feine 6rf<butterungen ber SRote« 
fule ftatt fdnbeu/ ober wenn bie üRolefule jebeö Äirper« ibre ur« 
fprüngücben gegenfeitigen Entfernungen beibebielten ; fo ift, me 
aucb bereite bemerft worbeu/ einleucbtenb, baß bie mrtuetten SRo^ 
mente ber gegenfeitigen einwirfungen ber ÜRoIefuCe beffelben Ship 
ptt^ einanber aufbeben^ fo baß nur bie ber iußern JErafte, welcbe 
mir mit PBp bejeicbnen woKen, unb bie ber jwifdben ben in ber 
9labe be« «erubrungöpunfted jweier wrföbiebener Ä6ryer (i«ge«« 
ben äRolefuIen jlatt ftnbenben @inn>irfungen äbrig bleiben. SSe« 
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itü^ntt mon Wefe Ul^ttn toirtueOm Wtomtntt mit Bitf fe ffüt 
man foiglid^): 

%6er na<^ bet 9latur bet g^()Uen toirtueUen ©efdt^wtnbtg^ 
Uittn 3a:, Sy, dz l^in^en btefelben für [ebti 9RoIe(u( nur i^on ber 
Sagt b^r augenbticfii^en Stotattonöare bed aK loollfommcn fe^ 
betrad^tcten @9fieme$/ n>oiu ba^ 9RoIeful f^^^t, unb t>oir ber 
8agc bufe^ 9Rotefule§ geaen bufe 3Cj:e ab. SKan fann aber biefe 
3Cte iod|)renb ber furjen £auer bed &to^^ atö unioeranberlict^ be* 
traiibt^n^ itnb ba bie WloUfnU naä) ber Soroiiöfe^ung loil^renb 
bkfer 2>auer Yvenig \)erri4(ft werben; fo ^nbern fic^ aucb bie mxf 
tueUen ©efcbivtnbigFciten fel^r totni^, oh^ltii) bie wirfUcben ©e^^ 
fd^iptnbigfeiten betra(^)tlid(^ gednbert werben. Wlan fann folglich 
bie Dorbergel^enbe ©(etdt^uitg für bie 2)auer beS @tof ed in jßejie^ 
ffung auf bie Seit integrtren/ o^ne dx, iy, dz loariiren ya laffen. 
Sejet^nct man alfo raü v^,r>^, w% unb U|, <;i/ toi ref)). bie ®e» 
f<l|^t9inbtgfeiten t)or unb nadj^ bem @tofie/ fo ^ai man: 

2 •£ [(«i-tto) 8a:+(üi.ro) »y +(wi-tt?e)fc] = 2/P8^d*+2:/R»rd<. 

&uantttdt ober ®r6fe ber SSewegung. 

©aS^robuft-w au6 ber tSRaffe unb ®efdf)n)inbi9feit eine« 

materiellen $unfte6 ober eine« it:6r)}er« wirb bie £luantitit 
ober @r6|e ber ^Bewegung bejfelben genannt/ unb ijl ba« 
t« SB^jiel^ung auf bie 3eit genommene Sntegral einer auf be« 
«aterietten yunft ober Jtirper mirfenben Äraft, fo baß unter ber 
iduantitit ober ®roße ber ^Bewegung im XUgemeinen txix 3nte« 
gral xoxt fVdt ju oerfieben ijl, wo P eine Äraft unb dt ein 
untttMid^ fWne« €lfment ber ^^zit besei^^net. 

2)a bie iußern Ärifte P, weI4)e gewobntid^ in bem®emi(t)te 
ber ÜRolefuIe befielen, allein bie ©efcK^winbigfeiten nic^t <)l6felicj> 
inbern f innen unb gegen bie STOolefularwirfungen, weldje biefe 
l)tofelid()en®efcfen)inbig!eit«t)er4nberungen bewirten, febr Kein jtnb; 
f» f innen fte in einer fe^r furjen ^tit nur ©lieber l[)en>orbrinaen/ 
wehl^e gegen ben erften S^beil ber legten ©leic^ung unmmlidS^ 
jtnb/ fo baf man jte t>ema<ii)ldfftgen/ unb folglid^ fe|en fann: 

2 ?- [(««1— Mo)8a;+(i;i— ra)8y+(«Ci—M?o)82] = 2/3Rrd«. 

SBenn man bte t>irtuel(en ®efc^winbig{eiten fc^dlic^ wil^t 
unb fte f&r jjtben ^r^er wieber fo annimmt/ a(« wenn berfell^e 
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t^oOfommen feft m^re; fo fann man ben jioetten S^eil ber U^ten 
®Ietc^ung fo umgeftaltett/ ba^ nur Xangentialttafte barin t>of 
fommen. £enn obgletc^ bie it6r)>er .n>£^renb be$ ©to^eö sufam^ 
mengebrutf t n>erben t6nnen ,^ tinb folglich» bte 9{crmalgef(^n>tnbtg^ 
fetten an ben Ser&^ntngdflad^en m($t gleid^ ftnb>> fo fann man 
bei ber SBal()l ber DtrtueQen ®efdi^n>inbtgfetten bte ^6rper bod^ 
aK t)oUfommen fefi betrad^ten unb t)on ber n)trf(td(^en 3ufammen- 
bräcfung beffelben abfhra^tren/ wenn man annimmt, baf bie Sht^ 
per in ben S3eruMnsdf)unften aneinanber l^ingletten. XlSbann 
ifl für }wei benachbarte SRoIefnU/ )n>ifc()en n>el4^en bie ge^enfet^ 
tia« ©nwirfung R jiatt ftnbet, bie na4> ber SRormale gerichtete 
jtomponente beS virtuellen ÜRomented dr gleid^ 9{ull/ bie t>irtuAle 
Xrbeit ber Äraft R rebucirt ^xi} folglidf^ auf bie ber ^om)>onente 
F nad^ ber S5erul>rungSebene unb ber jweite Sl^eil ber "o^ii^n^t^ 
l^enben ©leid^ung fann auf bie %exxti : 

2/Fa/.cos(Fy).de 

Siebracl^t werben, wo ba8 virtuelle SRoment ^f l^ier in ber ütrtuel:' 
en unb ntd^t in ber wirflic^^en Sewegung genommen ift. «f^ier^ 
naci) \)at man: 

2 ^ [(ax-tt«)^a;+(t)i-üo%+(wi-ire)&]==2/Fa^cos(F8/^).dt; 

aber wentt bie mtmViz ^Bewegung fo gewal^lt ifl, baf bie ein^ 
anbcr berüt)renben Äftrper mit, ober o^ne 9iollen, aber ol^ne 25rc« 
lf)ung, aneinanber l^tngleiten, fo jtnb bie virtuellen SRomente y 
für alle einanber berul^renben SJIolefule unb für bie ganje S)auer 
ber S3eröl^rung na{)e}u einanber gleich). 2>a$ virtuelle Slement 
^f tft atfo von ber Sage be$ betrachteten !0{olefute6 unabliangig, 
unb ba baffelbe, wie alle virtuellen ©efd^winbigf eiten , aud^ von 
ber Seit unablf)dngig ift, weit wir vorauöfel^en, baf ber Stoß fel^r 
fd^neU erfolgt; fo tritt baffelbe au6 bem 3ntegraljeic|)en J unb 
(k\x^ einem ä^beile ber @umme ^ l^erau^, unb man l()at folgli(|^: 

2 ? [(wi-tfo)5a:+(t?i.r«)%+(wi.iCo)&] = 2y.2:/F cos(JP^f),dJt, 

wo ft4) baö erfte (Summenjeidt^en 2 im jweiten SEIfieile biefer 
®leid[^ung auf bie verf4)tebenen S3er]il[)rungdpunfte be6 ^6rperd 
unb baS jweite auf alle um benfelben J33erul()rung$))unft l()erums 
liegenben bena^barten aSolefule bejiebt. 5D?an fann aföbann ber 
Äurje wegen für jeben S3erül)rung§^)unft für bie @umme 
2 jTF cos (F5/])d^ einen einzigen S5ucl)ftaben F fefeen, welcl[)er bie 
einer Sangentialfraft, bie nac^ ber Srfal^rung bie Stefultante ani 
allen von ber S3erül)rung l()errül)renben unb n^^ biefem @tnne 
gcrid|)teten Sßirfungen \^, entfprec^enbe Quantität SeiDC« 
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gung auSbrucft unb bte Summe ber £luanttt^ten Bewegung tjl/ 
welche ben n)a()renb beS ©topeS jlattfinbenben Reibungen tnU 
fprtd)t. 3Benn man ba§ Summenjeic^en 2) tm jtvetten 2l()etle 
bcr t)orl(>erge^enben ®teidf>ung nur nodj) auf bie oerfcl^iebenen ©e- 
ru^rungen ober a5erül)rung8elemente anwenbef, für meiere Y nic^t 
mel^r baffelbe ifl; fo fann man biefe ®leicl()ung auf folgenbegorm 
bringen : 

, 2 ^[(u,-Uo)»^+(t)i-t?t)%+(io,-Wa)a2] = XF»/; 
ober: 

worauö folgt: ba^ jwtfd^en ben, ben Oefd^^winbigfeiten 
t)or unb nad^ bem @toße entfpre(l[)enben jQuantttdten 
ber ^Bewegung biefelben ^Relationen fiatt finben, al« 
jmifd^en ben äquivalenten Triften, meldS^e auf bie^ 
felben, aU \)0llfommen fefl betrachteten Spfteme oon 
SRotefulen, bie einanber in gewiffen 9)unften btxn^^ 
ren, noirfen, wenn man jebo^ bei biefer Äequitjalenj 
bie ben Sleibungen an ben S5erub^"ngSpunften ent« 
f))re(^enben tluantitdten JBeioegung in Stedfnuni 
bringt. 

)D*2Clembert'l 9^ndp bei bem 0tofe fefter Mtpn. 

^^ai) ben SBerfudf^en t>on 9Ror in fd)einen biefe oon ben xoit)^ 
renb be§ ©tofeS fiattftnbenben SReibunaen berrul^renben £luanti- 
titen ber JBewegung wie bie t)on gen)olS)ntidben 2)rucffiiiften t)tx^ 
rut)renben Sleibungen beredjnet werben ju muffen*, b. b- man fann 
annebmen, bag fte ju ben Öuantititen ber SBewegung, wetdje ben 
normal auf bie S5erubrung6Pacben au^eübten SBirfungen ent- 
f^jrecbeu/ in einem fonjlanten SSerbattniffe jleben. Da ba? SBer« 
fahren jur SBerecbnung biefer tefetern baffelbe ift, ata für bie mU 
fdben ben oerfcbiebenen JBejlanbtbeilen einer in äBewegung befrnbs 
lidS)en SKaf(bine ftatt finbenben einfachen Drucffrdfte, fo werben 
wir f))iter auf biefe leiste S3ej}immung gurücffommen. 

©er oorbergebenbe @afe wirb baö b'Älembert'fcbe ?)rin« 
ciy für ben @to§ ber Ä6rper genannt, woburcb bie nadb bem 
f>r;nci))e ber oirtuetten ©efcfewinbigfeiten bei einer beliebigen JBe^ 
w^gttng iwifdb^n ben Gräften jlatt ftnbenben 9telationen auf bie 
Guantitdten ber ^Bewegung auSgebebnt werben. Xber 
man barf babei nidf^t oergeffen, baf biefeS nur unter ber jSBebin« 
flung gegeben fann, baß bie ÜRolefule ber Ä6rper wabrenb be« 
6tofe6, b. ^« wä^rcnb be« 3eitraume< }wifdi^en ben beiben Ttrx^ 

8 
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genblicfen/ ^t mel^^e man bte beiben ®9{ieme ber fluantttSten 
ber {Bewegung beftimmt, if^te gage im S*aume nur fel^t wenig 
geanbert ^aben, b. 1^. baß bic SSeranberungen ibrer Äoorbinaten 
nur febt fleine ®t5ßen jtnb. DaS eben ©efagte »dte folgltcb 
nicbt auf jwei Suftmaffen anmenbbar/ n>eld[)e ftd^ wabtenb ber 
2)auer be6 ©toßeö febr jufammenbriiden. 

§. 54. SBenn nai) bem Stoße, in bem Äugenbticfe, für xotU 
(ben bie ©efcbwinbigfeiten «i , V| , wi genommen werben, nocb 
grfcbutterungen ber SKolefule ftatt fi'nben; fo »ärbe ber t)orber- 
gebenbe ©afe ntcbtS lebren, weil ft<b t>on ben eigenen ©efdbwin- 
bigfeiten ber SRolefule fein ©cbtug auf bie ©efcbwinbigfeiten be6 
ganjen ©pftemeö berfetben unb auf bie Bewegungen ber Ä6r^>er 
madben liege. XKbann muß man ju ben mittlem SSewe* 
aungen, tutö) beren SSetracbtung wir bei bem S)rinci^)e ber 
(ebenbigen ^rdfte dbnlicbe @cbwierigfeiten befeitigt b^^ben, feine 
3uflud)t nebmen, unb auf fotgenbe SBeife t>erfabren. 

£ie gur S3e{limmung ber in ber üorbergebenben ©Uidf^ung 
toorfommenben ©rogen ^x, 5y, fe gewabtten t)irtuett€n äöewegum 
gen fonnen für ieben Ä5rper nur eine fortfd^reitenbe SSewe^ung 
be§ @cbwer)>unfte$ unb nur eine ätotationSbewegung um tiefen 
?)unft geben, unb bie ©ummen ber barauS b^w^^^g^b^nben »ir? 
tueUen SRomente erzeugen fowobl bie @umm^n ber i&uantitdten 
ber fortfcbreitenben S3ewegung, aH bie (Summen ber ÜRomente 
ber Quantitäten ber äBewe^ung um bie Ären ber t)irtuetten Sto^ 
tation in 85ejiebung auf bie ®(i)xoexpimlU ber toerfd^^iebenen Stht^ 
Iper. S:)a aber biefe ©roßen für bie wirflieben unb für bie mitt« 
lern äöewegungcn biefelben jtnb, fo fann*man bie le^tem in bie 
t>orbergebenbe Slei(iE)ung fubftituiren, unb atöbann \at man, wenn 
Umf Vm, Wm bie ®ef(l()winbigfeit$fom)>onenten bei ber mittlem 
Bewegung jinb: 

%\x^ biefer legten @lei(bung laffen {t(|^ immer fo Diele t)erf(&iebene 
®leid)ungen ableiten, atö jur Bestimmung ber mittlem Bewe« 
gungen jebeS 5!Raf(binenbeftanbtbeile§ erforberli^ finb, unb jwar 
wegen ber »erfcbiebenen ©vjleme, welcbe mm für bie üirtueBen 
®efdS)winbigfeiten ix, dy, &, etc. annebmen fann. 

SBenn bie ^hvptx am gnbe beö@toßeö, b. b- in bem2(ugen« 
blicfe, für welcben bie mittlem ©efcbwinbigfeiten u^, Vm, fOm ge$ 
nommen werben, notb in Berübrung ftnb; fo f6nnen biefe mttt« 
lern ©efcbwinbigfeiten, ba fie mit ben «ei*tnbungen be« ©^fte* 
me§ wdbrenb beö ©toßeö t>erträgli4) ftnb, für bie virtuellen Se* 
fcbwinbigfeiten genommen werben, unb bie i^orbergebenbe ®tet« 
4»ung t)erwanbelt ftcb burc^ £)it)ifion mit dt unb Xranftf^ofttton 
in folgenbe: 
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e« tft ober: 

unb Af»nlt(|)( Vuibriuf« ^at man für v»«iii> iPt«*«/ «nb wenn in«« 
biefet^n fubfh'tuirt; fo ereilt man: 

^ |:(«%+»^+«^)-£|;(«»«+t^-+«^)~ 






= ^ fc [(«•-l«-.)H(l^-1>-)»+(w#-«t?m>]-2E ^ 



«« ift |U bemerfen, baß ba« ©lieb — SF fsf im TCttgemelnen 

;poJtttt> t{}/ weit bte ber ^urje wegen mit F bejetd^nete iduan» 
titat SBewegung /Fcos(Fy) rf* gewo^jntidf) neaatit) ijl; benn 
bte unter bent 3ntegraUei(l(^en ))orfommenbe ^raft F wirft na(b 
bem ent^egengefe^ten @tnne t?on <2p beS n>irflic^en ^oxtiUiteni 
ber S3erul^runggflac^en aneinanber^ unb ba ft^) biefe Stic^tung bej 
SortgletUnS wdl^renb bed (Stopeö wenig dnbert/ fo ifl fte fel^r n>i$ 
nig \>on ber beä ßlementeö $«// wetcbe^ bem ^nbe be6 Stoßet 
entfpric^t^ Derfdi^ieben. SoIgIi(i^ J{1 bte in 9!ebe flebenbe £luanti^ 

tit bet JBewegung neg atitj unb baS ©lieb — 2F ^><^Ifo 
<>ofitit). 

J)ie t>orl^rgebenbe ®Ieid(^ung enthalt ben (Sarnot'fdf^en 
ie^rfafc für ben Stoß wefc^er ober unetajÜfdS^er Äftr^jer, wo unter 
weid)e.n ober unetafiifd^en it6rpern folc|)e tjerjlanben werben^ 
welche nctd) bem Stoße mit einanber in S5erfit)rung bleiben. S ü r 
foldi)e Ä6rper bepe^t alfo Offenbar bie Slfferenj 
jwif^en ber ben ©efc^winbigfeiten \>ox bem Stoße 
unb ber ben mittlem @efcl()winbigfeiten nadj) bem 
€toße entf»>red^enben lebenbfgen Äraft au« jwti 
Steilen/ namUc^: 1) au§ ber lebenbigen £raft/ 
welc|>e ben but(fe benStoß bertorenen ober gewonne^^ 
nen, b. t ben ® efd^winbigf eiten entfpric()t, xt>el6)t 
in Serbinbung mit ben nad) bem Stoße Itattfinben? 
ben ® ef4)w{ttblg<ettett biet)or bem Stoße jlattfln« 
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benben n)tebergeben wArbtit/ unb 2) ani berSSumme 
bcr ?)rob«ftc bet ben »etbungen »i^^renb be« ^to* 
fle$ entf))recbenben i&uantttdten ^Bewegung mit ben 
telatt))en ®ef(l())[otnbtgfetten bet Steibung am €nbe 
beS @tofel 

§. 55. ©et Dorbin gegebene »eariff »ei(i()et A6r))er/ b. |>. 
feieret/ n>eld(^e nac^ bem ®tofe mit etnanber in fBetälS^rung biet« 
ben/ ifl nur eine 2(bftraftion/ welcbe in ber 9latur niemaM tealt« 
fttt t)orfommt/ unb n^enn man juwetlen biefe IBorauSfetuna 
macbt^ fo gefc^iebt felcbe« bM, um ein SRarimum bei burcp 
ben ©roß bemirtten »erlujle^ an Arbeit iu erl^alten. 3n ber 
aßirfitcbfeit bleiben bie gegen einanber gefrorenen SAxftx nic^t 
miteinanber in 93eräbrung/ fonbern trennen {tcf^ vermöge einer 
SRotefuIarrAcfmtrfungr n>el^e man SUjlicitir nennt unb mebr 
ober weniger ooUtommen fein fann. 2>ie ))o((fommene 61 a« 
fli et t4t miürbe bie @igenf(baft gewiffer JC6r))et fein/ baf ibrc 
9RoIefu(e md) bem @to|e genau biefelben Hatn wieber anne^« 
mm, n>ie t)or bem @toße/ fo ha% bie gegenfeittgen (Sinwirfungen 
ber ÜRolefule gleiche unb entgegengefeite ©r&fenjuftinbe butib* 
laufen l^ahen, menn bie gegenfeitigen Entfernungen ber SRolefuIe 
mieber biefelben geworben ftnb/ unb oon bem Xugenblicfe an, wo 
jwifcbcn ben in ber 9l^^e ber S3erübrung ber beiben Sihxpex lit* 
genben ÜRoIefuIen jebe gegenfei tige SBirrung anf^hxt, weber eine 
@cbwingung/ nocb eine SSerrücfung f(att f nbet. Sn biefem %aU€ 
würbe burcb ben @tofii fein SSerlufl an lebenbiaer Stxaft t^erur^ 
facbt werben/ felbft wenn man auä) nur bie mittlem JBeweaum 
len näbme; benn ba bie gegenfeitigen ©nwirfungen ber ÜRole« 
ule biefelben SBertl^e wieber anm^mm, wenn ibre gegenfeitigen 
Entfernungen wieber biefelben geworben ftnb ; fo {tnb bie 3nte* 
orale yRrfr fammttic^ iUid) vtnU, wenn fie loom Xnfange ber 
fu^olefulartoerräcfungen bid gum 6nbe berfelben genommen wer» 
beu/ unb ba bie SRolefule am @nbe beft Sto^e^ feine retatit»en 
S3ewegungen gegen einanber l^aben, fo muf bie lebenbige itraft 
für bie mittlere ^Bewegung/ welche bie gefammte lebenbige Jtraft 
btlbet/ biefelbe bleiben. S>iefe SBorau^fefeung ifi iebod^ ebenfal» 
nur eine 2(b{lraftion/ weldl)e fär gewiffe Stbxptx unb in befonbern 
•gatlen beä ©togeö nur annib^tnb ftatt ftnbet, wo jte, wie wir 
f^dter bei ben 2(nwenbungen feben werben/ jur JBejlimmung ber 
«ewegung naä) bem Stoße bient. 

^ximip übcx bie S3eu>egutig bed ^toet^unbeft eines @t^ 
jlemeö »on J^ötpern, ober einet aKaf((>ihe: 

§. 56. J)aS in §. 38 für einen freien fejien Ä6rper anae* 
fübrte 9)rincip liflt ftc^ leid^^t auf ein ©pjlem oon feften J»r» 
pern au6bel;nen, wetcbe eine beliebige SRafdl^ine bilbeu/ felbft wenn 



1 
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®t&f e bann fkatt finhen, wofern bai @9{lem nur frei tft unb )tt 
ben brei ^oorbinatenaren pataüdt t>trtueKe S3en)egunaen annel^^ 
men fann, für xoti6)t fämmtUd^e t)trtuel(e ®ef4)n)tnbt9^iten ^Uid^ 
unb pataUti finb. Um btefed )u bewetfen, woUen wir wie in §. 
38 wtfa^ttn unb gleid^^e/ ut ben brei 2(ren parallele ©efd^^winbig^ 
feiten )u ben t)irtueUen ®efd(;winbig(eiten m'^mtn. Sßenn wir 
bie SSejetd^nungen in §. 38 beibel^lten, b. 1&. wenn U, V,W bie 
©efd^wtnbigfeiteH be§ @cl[)werj)unfte§ be6 @9Jleme6 nadj^ ben brei 
Xren unb u, t>, w bie analogen ®efcbwinbig!eiten eineS beltebi- 
gen fRolefule^ be$ @9Jleme$ oon bem (gewichte p bejetd^^nen; fo 
ermatten »it/ wenn wir Die gemeinfd[)aftlid^en §a!toren beiber 
Steile bet ®lei(l(>ungen (J), welche oirrueBe ©efc^winbigfeiten 
{tnb/ ]|^inn>eglafren/ bie @lei4)ungen: 



^ du dV „ 

^ dw dW 



in beren jweiten SE^eiUn feine ©lieber tjorfommen, welcl^e ^d) 
auf bie9Äotefularwirfungen beffelben Jt6rper6, ober auf bie jweier 
einanber beru^renber Äor»er be6 ©pftemeö, ober ber SiRafclHne 
bejiel^en; benn biefe SBirfungen ftnb paarweife einanber gleid) 
unb entgegengefefet, unb folglid^ jtnb bie entfprecbenben Summen 
in ben jweiten ailS)eilen'ber ©leic^ungen ebenfalls ?luU. SBir ba^^ 
ben alfo für ein freiem ©pftem t)on Äirpern, ober für eine belie- 
bige SRafd^tne ^ier benfelben ©afe, wie in §. 38 för einen freien 
feften i£6rper, ndmlicb: »baß fidb ber @d[)werpunft eines 
»ollig freien ©pfiemeS fefter ^hxptx, wie ein freier 
materieller ?>unft bewegt, beffen 9Raffe ber be6 gan^ 
en @9Jleme6 glei* ijl, unb auf weld&en biefelben 
ufiern Ärdfte wirfen, wie auf ba6 ©pftem, ober bie 
5Rafd^ine. 

SBenn in bem ©pfieme @t6pe |latt finbe«/ weldS^e t)on aufiem 
*5rpern ^errül^ren, fo f6nnen bie entfpred^enben Gräfte ju benen 
gejil^lt werben , welche bei biefem principe über bie ^Bewegung 
beß ©d^werpunfteS in a5etra(l{)t fommen unb bie ^Bewegung beS 
pngirten materiellen ?)unfteS, weldf)er ^ä) wie ber ©c^wcrpunft 
bewegt, wirb aKbann gerabe fo rjerdnbert, wie wenn bie dufiern 
©tife unmittelbar auf biefen 9)unft felbft ausgeübt würben. 
SBenn man bie beiben Sbeile ber obigen ®leic(^ungen in JBejie* 
bwttg auf bie Seit integrirt, fo wirb ba« t>or^n für bie Ärdfte 
auSgefprod&ene |)rincip auf bie iüuantitdten ber ^Bewegung ai\^^ 
Äebebnt, unb man farni aKbann fagen: baß/ wenn in bem 
©9$eme t)on dußern Ä6rpern ^)errul)renbe ©tofie 
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llatt ftnbeii/ bte Oefi^totnbtgteit be« 0c|ioeT)iitnfteft 

bct @9iteme« gcrabe fo pi6(|li4 g(anb€rt wirb/ mit 
wenn auf einen materiellen §}untt/ beffen SRaffe ber 
beS ganzen ®9fteme< gleiA ifi^ bte von biefen &th* 

Jen berrü^renbenQuantitaten ber f^ewc^ung bireft 
bertragen warben« 

yrtndp bet Sr^altuna ber Ißmt^nn^ bee e^werynnttee. 

3n bem befbnbern ^aUt, wo feine äußere Jtraft auf baS be* 
wealid^e ^pftem wirft unb nur bie gegenfeitigcn Sinwirfun^en 
iwifd^en bcn ?9fo(efu(en jlatt ftnben/ ffcnnen biefeSBirfunaen nwlb* 
)U ben an bcm ©cbwerpunfte angebracbten Äraften gejiblt wer* 
beu/ weil fie fic^, wenn jte an biefem ?>unfte angebrad()t waren, 
bocb paarweife gegenfettig aufbeben würben / unb folglid^ f^at 
btefer @cbwerpunft eine glei(bf6rmige unb gerabli* 
nige ^eweaung/ wie ein materieller ^unft/ auf wel* 
4ien feine Jtraft wirft/ fo bafi alfo feine £iuantitat 
ber Jöewegung ungednbert bleibt, ©iefer @a^ wirb ba« 
|)rincip ber erb^ltung ber SSewegung beS (Scbwer* 
punfte6 genannt. Sßenn jwifcbenbem )U bemSpjieme geborigen 
i(6r)>ern (Stoße flatt finbeu/ fo wirb baburcb bie ä3ewegung oed 
^(bwerpunftee nic^t geänbert/ unb erfolgt gerabe fO/ wie wenn 
biefe @t5ße nicbt ftatt finbeu/ weil bie ben SBirfungen biefer 
^toge entf^recbenben ©lieber in ben obigen ©leidj^ungen oer^ 
fdS^winben. 

))nnct)) ber Gt^altung ber Wlommtt ber iDuantttöten ber 



§. 57. SSenn auf ba$ beweglid!)e Spflem feine auflere Jtraft 
wirft unb auf^ bie ^olefule ber ba$ @9Jlem bilbenben iC&rper 
in ibrem gewöhnlichen Suflanbe/ ober wäbrenb bed Stoßet/ wenn 
ein folcber jwifcben ben Äftrpern be8 ©pjleme^ ftatt pnbet/ feine 
anbern Sx&fte, al§ ibre gegenfeitigen Ginwirtungen ausgeübt wer« 
ben; fo bleiben bie !!Romente ber £luanti taten ber S3ewegung 
f4mmtlidS)er SKolefule biefelben, wenn man biefe ÜRomente in Se* 
|te()ung auf eine 2C]ce nimmt, um weld^e ^d) ba$ @9ftem fVet 
breb^n fann. 

9Wan beweift biefen ©ab/ wenn matt für ein ®i)flem wn 
Jtirpern ebenfp \>^rf ii)tt, wie in §.37 für einen einzelnen foffen 
Xbtiftt ijerfabren 1% b. b- wenn man fftr bie t)irtuelkn ®efdt)W(»« 
bigfeiten bieienigen nimmt, weld^e ft^^ au6 ber Xnnabme ergeben/ 
ba9 man bem gongen (Spfteme/ al$ fefien *i(6rper betra<(>tet/ efni 
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Sotationdbetpe^ng um eine Zxe ertl^eitt. 2)enn wenn man biefc 
3()re wie in §. 37 ju ber Tixt ber z nimmt, fo crl&ilt man: 

2f(*7.-2'7,)=2(-Y-yX>. 

Aber wenn bie Äräfte X unb Y t)on ben gegcnfeitigen Qxnroit^ 
fungen ber SRolefule be6 ©ppcmeS, wd^renb ibreö gewS^ntic^jen 
SlebetteinanberlicaenS , ober wal)renb beö @toßc§ lf)errübren/ in 
roeld^cm lefetern galle biefe gegenfeitigen (ginn?irfungen weit be- 
trdc|)tlicl^er werben ; fo finb bie jweiten Zt)tile ber ®(eic^ungen 
9luU/ weit bie 5Ölomente peier gteidb^J^ wnb entgegengefel^ter 
• SBirfungen eine Summe glet4) 92uU geben. SRan f)at folglid^ : 

unb wenn man in iBe)iel(^ung auf bie Seit tntegrirt: 
S^(arü--yte)=C, 

n)o C l^ier eine ftdE) auf bie Seit bejiebenbe Aonftante ifi. S>ex 
erftc ailbeil biefer ®leid()ung ift bie Summe ber ÜRomente ber 
Sluantitdt ber S3en)egungen/ n)enn man unter bem ÜTiomente 
einer £luantitat ber SSewegung für jebeö 5!RoIefuI baft 
9Roment einer finairten Äraft tjerjtebt, »elcbe auf biefeö 9RoIeIuI 
naö^ ber JRidj^tung feiner ®efc|>winbig!eit wirft unb bad 9)robuf t au« 

fetner SRafTe -, unb au6 biefer ©efc^winbigfeit jum 3Raf e l)at 

9Ran M «Ifo folgenben @al^: 3n einem beliebigen 
©9fleme t)on Ä6r))ern, ober in irgenb einer afta= 
f4>ine, worauf feine dußere Äraft wirft, fonbern 
nur bie oon ber gegenfeitigen JBerül^rung ober bem 
©to^e ber bad ©pftem ober bie 9Rafcl()ine bilbenben 
Ä6r^>er |)erru^)renben ÄrSfte finb bie ©ummen ber 
SRomente ber Quantitäten ber ^Bewegung aller Wto^ 
lefule beS ©pjlemeS in !Bejiel)ung auf eine gerabe 
ftinie, weld^e für bie \>xxtmlU äöewegung aU SRota- 
tionftare bienen fann, wil^renb ber 25auer ber S5ewe^ 
gung fonftant. 

SBermittelft biefe« |)rincipeö fann man bie S3eweguna für 
jwei ftd^ um gewiffe fefte Ären bre^enbe ©pjleme nad^ bem äu«. 
famm#ofen beftimmen. 
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bet Arbeit 

§ 58. SQir f&nnen nun bat 9>vinctp bet Uebertraaung ober 
Sortpflanjung ber Arbeit auf eine ou« einem ©pjleme fejler Ä6r^ 
per bejle^ietibe äRafcbine aiiöbebnen/ tnbem toit ju^lei^ auf bte 
gietbunaeu, bie (Srfc^iittenmgen ber 9RoIefule unb bte@t5fe9lä(f^ 
Hdft nepmcn. 3u bem 3werfe braueben wir nur für jeben S5e* 
flanbtbeit ber ^afcbine bie mittlem ^Bewegungen ju nehmen / }U 
ber 2Biberflanbdarbeit bie binjujufugen, xt>tld)t t>Dn ben JReibun* 
oen ber cinjetn S5ejlanbtbei(e unter einanber b^rru^ren, unb bie 
feerlujle an lebenbigcr Jtraft in Slecbnung ju bringen/ welche wn 
ben ®t6|5en bcrrübren/ wenn beraleidS)en jlatt fi'nben unb bieÄftr« 
per nid)t nabeju t^oUfommen elaftifcb ftnb. Sßenn Tm bie £luan« 
titdt 993ewegung6arbeit bejeicbnet/ welcbe ben äußern bewegenben 
Aräften wdbrenb ber 3eit entfpricbt/ fdr welche man bat 9>rinci)> 
ber Uebertragung ber TCrbeit anwenben wiU, Tr bie £luanttt&t 
SBiberflanbdarbeit wäbrenb berfetben 3eit für bie dufiern Sxiftt 
mit Ginfcbluß ber t)on ben äufiern A6rpern b^^i^ubrenben Sleibun^ 
geu/ T^ bie burd) bie ?Reibungen jwifcben ben ÜRafcbinenbeflanb^ 
tbeilen fonfumirte Quantität Arbeit unb enblidb Tc bie \>on ben 
©tJßen, wefcbe wabrenb ber bttxa6)UUn Dauer ber S3ewegung 
baben flatt ftnben f innen/ fonfumirte £luantität Ttrbeit; fo b^t 
man, wenn w bie ©efdbwinbigteit eined beliebigen SßolefuIeS bed 
Spftemed unb p bad ®ewicbt beffe(ben bejeicbnet/ nacb bem in 
ßorbergebenbem ©efagten offenbar: 

WO «Ol bie ©efcbwinbigfeit im 2(nfange ber IBewegun^ bejetcbnet 

SBenn bie S3ewegung für eine Seit betrachtet wirb/ welche 

egen bie 3eit etwas betrdcbtiicb ift, bie erforbert wirb, um bie 

^afcbine in ^Bewegung )U fe^eu/ unb berfelben ibre grftfte teben^ 

bige Jtraft ju ertbeiten; fo finb bie ©lieber 2 1-, 2«-— gegen 

bte übrigen ©lieber febr Hein, ober wenijften« ift ibte 5)ifferenj 
febr flein, unb man fann alSbann mit etner febr großen TCnnibe^ 
rung feften: 

T«=T +T^+Tc. 

SBenn Tm bie ben äußern Jt6rpern oon ber SRafcbine mitgetbeitte 
JBewegungSarbeit unb Tf bie burdb bie Steibung jwifcben btefen 
äußern Äorpern unb benen ber 5Waf(bine fonfumirte Arbeit be* 

leicbnet, welcbe auf bie in §. 52 angegebene äBeife beftimmt wer^^ 

en muß; fo b^t man: 



s 
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T,-T'^=^TV, ober T,=T'„.+TV/ 
ttnb tütnn man in ben t>orl[)etge]^enben Sßertl^ von T» fubflttuttt: 

T« = T'«+TV+T^+T,. 

S)iefe ®tetcbung entl()&lt ben all()ememfien ^(udbrucf bed 9nnctpe« 
ber Uebertragung ber Hxbeit, worauf folgt, baf bie von ber SRa* 
fdbinc auf äußere, tbter ©ewegunf^ wiberpebenbe Äftrper übcrtra« 
gene SBewegungöorbeit T'« f {einer ijl, aW bie biefer SWaf*ine 
mitgett)et(te ©croegunglarbeit T«, wnb bag ber Unterfd^ieb biefer 
beiben jCluantitaten Tfrbeit ou6 bcn SSertupen an 2(rbeit bejlcbt, 
n>elci)>e t>on bcn JReibwngen ber SRafcbinentbeile unter ficb unb an 
ben auf ern in SSewegimg gefegten Äorpern, fo wie t)on ben @t6* 
ßen Ibetrubren. 

SSSenn man biefe JBewegungen nicbt für eine febr lange 3eit 
betradbtet unb bie £luantitaten Tixheit nur für eine Seit nimmt/ 
bie mit ber i>erglei(bbar ijl, roeld^e erforbert wirb, bamit bie 5!Ra» 
fdbine toon bem 93eginnen ibrer 93en)egung an ibre gr6fiite ®e^ 
fdbwinbigWt befommt; fo fann man bie 3u- ober 2Cbnabme ber 
@umme ber (ebenbigen Gräfte nicbt mebr oernad()taf{tgen/ unb man 
muf fefeen: 

S)ie Sunabme ber Summe ber lebenbigen Gräfte, wenn eine 
fold5>e erifiirt, finbet nur auf Äojien ber »ewegungSarbeit tlatr, 
toelcbe großer werben mu§, um biefen 3uwacb^ ben)orjubringen ; 
allein biefe momentane 3unabme ijl nicbt oerloren, weit, wenn 
fpdter eine Äbnabme ber lebenbigen ^raft ftatt finbet, bie SBi* 
berftanbSarbeit T'« junebmen fann, obne bag T« junimmt, unb 
bie Sunabme ber lebenbigen Äraft erfcbeint bier, wie bereit« be* 
merft worben, gewiffermafen wie eine refert>irte £luantitat Ttr^ 
beit/ welcbe reflituirt wirb, fobatb fidj> bie IBewegung terjftgert. 

Semerfungen Aber bie Vulbe^nung bei 9)r{ndpe< ber Uebertcaguna ber Zx» 
beit ouf biegfame unb auf ftöfpge Ä6rper. 

Xufer ben fejien ober ftarren jtorpern wenbet man bti ben 
Stafi^tnen aud^ (Seile unb Stiemen an, unb um in biefem Satle 
btt« |>rincii|) ber Uebertrogung ber Arbeit anjuwenben, braudbt 
man nur bie SSerlufie in Scecbnung ju bringen, welcbe t)on ben in 
biefen biegfamen unb bebn baren iE6rpern ftatt finbenben 
SRolefulartjerrücfungen berrübren. Die fi3eoba<btung lebrt, bag 
biefe SSerlufie febr gering jinb; benn wenn bie beiben ßnben 
eineö @ette6, ober iebe§ anbern jlellt?ertrctenben biegfamen ©pjie- 
me« in ber Süc^tung ibrer gdnge biefelbe ©efdbwinbigfcit l;aben/ 
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fo toirb ber JBertafl an Xrbeit bun^ bie 2>tffmn) ber ^ifU an^ 

fiegcbcH/ welche fie in biefer JRid^tuna ex^alUn, unb ba biefe 25if' 
eren) wenig Utriöftlii^ tfl; fo ^ilt bajTelbe and) t)on benentfpre« 
(benben £luantttaten 2Crbeit. 9Bir n)erben f]päter auf bie SSefitm'' 
mungdart biefer S3er(ii{!e jurüctfornmen ; für ben Ttugenblicf ge- 
nügt e6/ ein}ufeben/ baf ffe nicbt betradS^tlicb ftnb. 

Sßa< bie ffluffigfeiten anlangt, fo muffen biefetben aU 
Snbec^riflfe febr Keiner fefter Äugeln betracbtet werben, welcbe Dlb»« 
mertii(be Steibung an einanber bingleiten tbnmn, unb ed l()inbert 
folgli(b nicbtS, baö ?)rincip ber Uebertragung ber Arbeit auf fte 
anjuwenbeu/ wenn man auf bie Keinen SSerlufle 9?u(!ftcbt nimmt/ 
wetcbe t>on ben Sfei&ungen ber glüffigfeitstbeildjen unter fidb unb 
von ben etwa flattfinbenben @t6^en^b^trubren. ^ie Srfabrung 
lebrt/ bag/ wenn feine pibi^lid)en @t6pe, fonbern b(o§ Steibungen 
ber Stufftgfeit6tbeil(ben unter ftcb flattfinben/ bie entfpred^enben 
Berlujle an Arbeit febr gering jinb. 



dritte« StapiitU 



TlÜQcmmt SSetrac^hingen über bie 2Äafcl^inen, weld^e jut: 
Ud^erttagung ttx S3ett>eguitg etned 83en>egerd bienen. 



§. 59. ^u$ bem Sorl^erge^enben folgt/ ia^ bWKxbzit 

eine ©rofie ift/ welche bur4) bie Xnwenbung oon SRafd^men nt(t)t 

t>erme^rt tverben (anti/ unb Untere ftnb bloS baju bejltmmt/ bie 

bevoegenbe Äraft, ober ben t)on ilS^rem Ängrifföpunfte in einer ge« 

gebenen 3ett befc^riebenen SEBecj ju üergrJfern, ober ju tDerWeinem/ 

biefe Äraft ober biefen 8Beg in mclf)rere a;()eile ju jerlegen unb 

tbte Sagen unb Siicbtung ju loeranbern/ ober mit einem SBorte: 

biefe Äraft unb biefen SBeg einem bestimmten Swecfe 

getnafi ju loer&nbern/ ol()ne ba^ jebocb bie 2(rbeit ie« 

maU t)erar6f ert werben lann. Der SEM^ biefer Arbeit, 

Yoelcben bieSKafd^incn »icber ^erüorbrin^en. f6nnen/ ifl um fowe« 

niger t)on ber auf jte übertragenen Arbeit t)erf4)ieben, je geringer 

bie in biefen SRafc^inen llatt finbenben Sleibun^en ftnb/ unb n>enn 

man SÜa^d^imn fonfiruiren (6nnte/ worin feine sKeibungen ftatt 

finben ; fo wiirbe t)on ber auf fte übertragenen Hxbeit nid^tS "otx^ 

lounjttt)tn. 

vRan fann bie Uebertragung ober gort<)fIan5ung ber Arbeit 
burcb 9>fafd()tnen mit ber 3Cu$]^r6mung einer ^lAfftgfeit t)erglet(^en/ 
welcbe ftct) in ben ^or))ern t)erbreitet/ inbem fte burdt) bie SSerub^ 
rungfipunfte au§ bem einen in ben anbern übergebt/ jtcb in xnei^^ 
rere ©trJrne abt^eüt, wenn ein einjelner Ä6rper jugleidS^ mel^rere 
anbere fortfd^iebt/ unb n)ot)on umgefel&rt mel^rere ®tr6me in einen 
einjigen t)ereinigt werben/ wenn melS^rere Ä6rj)er jug(ei(^ benfelben 
Jt&rper fortfcbieben. 2)iefe Släfftgf eit f innte ftd^ auc^ in gewiffen 
Älrpern auslaufen unb barin fo fange bleiben, bi^ fte burc^ neue 
fierul()rungd))untte ober bur(|^ 93eräl^rung6))unfte wn einer be« 
ttÄcbtUdS^em 3(udftr6mung austreten fann. 2)iefe in ben Sthtptvn 
angebiufte ober referDirte Arbeit/ weldj^e wir eben mit 
einer %lüffi^Uxt t>ergli(l^en l^abeu/ ifl nid^td anberd/ atö bie Itt 
benbi^e i^raft/ unb eim fRafcbini ifl bei unferet »ergleid^^uitg 



in bem getD&^nticf^ni @tnne bedSBorte« ni^ti anUxi, aU tin in 
iBewegung befinblic^cö ©pjlcm r>on Ä5rpenr, '^weldf^cS eine TLxt 
t>on Xanal bilbet^ burd^ votl^tn bie 3(rbeit m6gltc^ft unüermtn- 
bert nuc^^ gewiffeu ?>unften ubergel^en fann. ^iefe Tixbtit t)et- 
liert fidb aUmdl^lig in golge ber Sleibunjen unb ber gormt^erdn^ 
berungen ber il&rper/ ober fte ge()t in bie 6rbe über/ n>orin fte 
n>egen ber betrdd()t(i(^en 2(u6bel()nung balb immerf(icb n>irb. 

25iefe 2frbeit bilbet ba6 gunbetement bei ber ©d)dfeuna be« 
effefteS ber JBeweoer unb auf it)re S5eftimmung bejieben fi^ ba< 
ber bou))tfdcblicl^ aU^ Unterfucl()ungen in 6fonomtfd^er Stucffict^t bei 
ber jfnwenbung t)on SSewegungömafd^inen, wie wir fogleid^ jeigen 
werben. 

3tUe ju unferen äBeburfniffen erforberii4)en SSerridf^tunoen be^ 
fiebcn ^ulel^t in ber SSeweguna^ ober Sormt>erdnberung ber J^orpet^ 
wobei immer gewiffe SBiberftonbe überwunben unb aewiffe Gräfte 
ausgeübt werben muffen/ unb mitl[)in ift^ eine fol^e but(|> eine 
Äraft bewirf te ^Bewegung/ ober Sorm\)erdnberung eine Slufelei* 
fiung ober Arbeit/ xod^e, fie mag burc^ Z\)iete, bewegte &tft, 
Dampfbrucf, ober SBaffergefitte |)ert)orgebrad^t werben, \ux jeben 
£)rt unb iebe 3eit nur inner1[^alb gewijfer ©renjen t)orl()anben ift, 
unb nid)t nad) ^Belieben l[^en)orgebracl!)t werben fann. 

Tlnd) bie S^afcbinen bienen nur jur 2(nwenbung ober 2(n« 
fammlung biefer geiftung ober Arbeit, o^ne fte toergrogern ju fhn^ 
nen, unb beö^alb t)at bie gdbigfeit, eine fold&e Arbeit Ij^en^orbrin« 
gen ju f6nnen fowobt/ wie aße anbern nü^Ucben ©egenjldnbe/ 
weldj^e ni(i)t im iußerjien Uebermaße t)orl[)anben finb, unb welche 
man fiä) ni^t obne Äoftenaufwanb t)erfc^affen fann, einen gewif« 
fen SBert^, weldS)er in fommerjietter unb 6fonomifc|>er »ürfft^^t 
in ©etradS)t fommen fann. 

SBenn wir feine aRafcl(^inen ju unferer 2)i6pofttion l^dtten, fo 
»dren ju)ei t)erfdbiebene SSerrurf ungen ober Bewegungen wn Sthx^ 
))ern jwei Dinge t)on t>erfcl(^iebener 9latur/ weld^e im ^Cdgemetnen 
ilS^rem SBertbe nadE^ nidi^t matl[)ematif4^ beftimmt werben finnten, 
unb e$ t)er]()iefte fiö) biermit, wie mit t)ieten anbern nufebarwi @a* 
*en, beren SBert^^e nic^t matl^ematifdb beflimmt werben. Aber bie 
!Kafd()inen geben, wie wir fogleid() feigen werben, baS SKittel an 
bie «^anb, foldjje Bewegungen auf eine d^)nli(be SQSeife il^rem 
SSBertbe nad) ju beftimmen, wie man gr&f ere ober fleinere £luan^ 
titdten beffelben ©tofpe« ober berfelben SRaterie üergleic^t unb 
t^rem fl3txt\)t naä) beflimmt 

SBenn eine fDlafdS^ine, worauf ein Beweger wirft, jur ^tx* 
Erbringung eines gewiffen SRufeeffefteS benimmt \% fo wirfen auf 
bie 9)unfte berfelben, weld^e auf bie ju bewegenben ober ju »er» 
inbemben £&rper wirfen, SßtberftanbSfrdfte ; aber biefe SBtber« 
ftonbSfrdfte ftnb im ^CKgemeinen nii)t bie einzigen, weldbe bie 
SBiberftanbdarbeit l^ert)orbringen, fonbern e§ entfteben burd^ bie 
{Reibungen unb bie t)erfdl)iebenen anbern SBiberfldnbe/ welche man 
möft befeitigen fann, auc^ nodt> anbere SßiberftanbSarbeiten/ weUj^e 
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^^ in ber t)on bem 9lu|efcftc l^erräl^renben ^tn^ufittsen. 2>a 
man fi^ jehod) DorfieUen fann^ ba^ btefe anbern «^tnberntfTe ntc^t 
oorl^anben {tnb unb bM bte t^on bem 9{u^efefte j^erni^renben 
SBibcrftanb^frifte witUn, ober alle übrigen SBiberpanbSfrifte fo 
weit vermtnbert ftnb, baß jte gegen lefetere jiemlic^ fl^nng erfc^^ei- 
nen; fo fann man t)orliuf[g annel^men^ aB n>enn nur^^bie t)on 
bem 9lu^effe!te berrfibtenben SBtberjlanböfrafte \)orbanben wdren. 
3kan fielet übrigen^ leicht ein, n>te man in ber $rari$ bie au6 
btefer SSorau^fe^ung abgeleiteten ©(bluffe abanbern mufi, unb n>tr 
vDoUen baf)et einfhoeilen annebmen^ ba§ bie ganje äBiberftanbft^ 
arbeit in ber ^eroorbringung beS Kufeeffefteö bejlebt. 

SBSenn man ba$ Mittel l^at, eine gewiffe S3en>egung b(n>or^ 

jubringeti/ inbem man eine gen>ifre £raft auSubt; fo (ann man 

DermttteCft einer SRafcbine/ meiere bie fi3en)egung unb bie iCräfte 

gel^orig abinbern fann, biefe« 9Rittel ober biefe Äraft jur SSer^ 

ric^tung einer gewiffen Arbeit ober gabrifation, j. 35. h^m Wa\)^ 

Utt beö ©etraibeö, u. f. m. anwenben. 2)a aber ba6 ÜRablen bef^ 

felben £luatum^ ®etraibe im TtQgemeinen unter benfelben Urnjl^n- 

ben ftatt finbet, fo folgt, baß bie fünfte, auf welche bie üRafcbine 

gen>irft l^at, benfelben 2Beg befcbrieben unb biefelbe ginn>irfung 

erfahren Ij^aben/ fo baß alfo ^u bem ÜRal^^len beffelben £luantumS 

®ettaibe aud^ biefelbe £luantttilt Tttbät erforbert n)irb, wtld^e mir 

SSiberjianbSarbeit genannt l^aben, unb folglich ift biefe auf bie 

9lafd^tne ausgeübte äBiberflanb^arbeit ber iQuantitat beS gemab' 

lenen ©etraibeö proportional. 2)a wir aber nac^j ber SSorau*- 

fe^ung t)on ben anbern SSiberflanben al6 ber beS 9lu^effelted ab- 

flrabiren, fo bilbet biefe Quantität SBiberjianbSarbeit öucb bie auf 

bie Wtaid)\nt übertragene £luantitat Tixbtit beg 93en>eger§, unb 

fol^tic^ ift biefe lefetere ebenfalls ber gemablenen Quantität ©e^ 

tratbe proportional. 

Um alfo }wei JBemeger mit einanber }u t>ergleic{)en , braucbt 
man nur anjunel^men/ baß man !92afd[)inen b<^be, üermittelf! mel^ 
dS^er man fie jur SBerridj^tung berfelben Arbeit, j 83. jum SKal&len 
beS @etraibe6 anwenben !ann; benn bie n)at)renb berfelben Seit 

!(emalj)lenen Quantitäten ©etraibe finb nal)eju ben n)af)renb ber^^ 
elben Seit t>on ben äöemegern biefen SSRafebinen mitget()eilten Öuon- 
titdten Arbeit proportional. 9lun t)erl)alten fid^ aber bie SBertl^e 
jweier S5eweger offenbar mie bie ma^renb berfelben $tit gemal^le* 
nen Quantitäten ©etraibe , unb ba pcb bie lefetern wie bie auf 
bie 9Rafc^inen übertragenen Quantitäten 2Crbeit t)erl[)alten ; fo folgt, 
baß ftdb bie SBertlf^e ber ÜWotoren ober S5en>eger offenbar wie bie 
Quantitäten 2Crbeit t>etl)alUn, welche fte auf biefe 9Rafd)inen über^ 
tragen f6nnen. 

jba man nun gegenwdrtia leidet fD^afcbinen fonffruiren tarn, 
auf tt»elc^e man loerfdbiebene äöemeger mirfen laffen fann, bamit 
jte t)ermittelff biefer ÜRafdbincn biefelbe Art Arbeit t)erricbten; fo 
^t man biefe S3en)eger nad) ben jQuantdten berfelben TixtUtUit, 
mlä)e fte in berfelben Seit oerrid^ten fonnen unter einanber oer» 
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glichen, unb bUfe TCxt bet »etgleidfyitna I^äJ ^ö) burdf> bie SSt wott^^ 
ifomnvnung unb aSert)ielfüIti9un9 ber wtafä)intn immer weitet »et- 
breitet, imgefil^r eben fo, wie burd) bie ©rfinbuna unb SSertooU^ 
fommnung ber jum Sertl^eiten ber SRateriötien bejlimmten Sßerf^ 
jeuge im AmM bie SBertt^e biefer ?Kateriatten burc^ eirte geo« 
metrifci()e ®r5pe, ba§ SSotumen bejiimmt werben. 

®ei biefer Ztt ber SSergleid^ung be^ SBertlf)eS jweier JBewe^ 

fier \)aUn wir jweierlei tJorauSgefefet, ndmlic^ 1) baß in allen Ü)la= 
4^tnen bie t)on bem 9lu|effe!te l)erru^)renbe SBiberjtanbSarbeit bet 
jBewegungSarbeit gtcicb ift, unb 2) baß bie Äerflellung unb Un« 
terl)altun9 ber SWafc^^inen feine Jtojien t>erurfa(ben. €§ ijl aber 
leicht eituufe()en/ baß biefe SSorauSfel^ungen nicbt burd^auö notl^' 
wenbig finb, unb baß unfere @(f>luffe nocb rid^tig bleiben, wenn 
man bto$ annimmt: 1) baß bie \)on bem Slufeeffefte li)erröbtenbe 
SBiberftanbSarbeit jwar t\\d)t bie ganje SBiberjianb^arbeit, aber 
biefer prej)ortionat ijl, b. b. baß bie t)on ben JÄeibungen unb jebet 
anbern Urfacbe b^trubrenben SSerlujle an Arbeit ber ©ewegimg««^ 
arbeit ^)roport{onal ftnb, unb 2) baß bie »^erjlettungS « unb un« 
tert)altun9§!oflen ber ÜRafc^ine ebenfalls biefer SBewegungöarbeft 
^)ro<)ortionaI jinb. 

Diefe 9)roportionalitdten , obgleich fie fi(b ber ^a^xf^eit weit 
mel)r nabern, afö bie Tfnnabme einer t)olligen ®leic^()eit jwifcben 
ber S5ewegung6arbeit unb ber bem 9?u|effefte entf^)red^enben SBi« 
berflanb§arbeit, ftnben bennocb im Allgemeinen in ber ^rari$ nic^t 
^att 3(ud^^bejablt man im »^anbel bieSBeweaer niclS)t allein na4> 
ber Quantität Arbeit, welche ffe l)ert)orbringen ttnnen, fonbern man 
nimmt babei auch mebr ober weniger auf ben SSerlujl an Xrbett 
Stnd)iä)t, weldf)er in ben anjuwenbenben SWafcI^inen t)on ben 9lef« 
bungen unb t)on ben übrigen frembartigen SBiberjidnben betru^rt, 
unb enblic^ bringt man aud) bie jur *g>erfteltung unb Untert^altung 
biefer 9Raf(i&inen erforberlicben Äojlen in Xnf^^lag. Ttbet immer 
mi\^ man juerft bie äöewe^ungSarbeit berechnen, weld^e ^etüorge« 
bxad^t werben fann, unb bie ®runbbejtimmung bilbet, woran man 
aläbann bie burcl) befonbere Umflanbe t)eranlaßten Sßobiftcationen 
anbringen muß. 

(56 toerbait jic^ bei ber äöejiimmung be« SBertl&eS ber SSewe^ 
gcr mit ber Arbeit, wie mit mehreren Elementen geometrif(i(>er 
ÜReffungen, wel4)e ebenfalls auf Ttbflraftionen beruben, unb in bef 
9)raici6 nur nod) 5(nnaberungen finb. SBenn man j. SB. ben SBSert^ 
gewiffer Ä5rper burc^ bie 5SÄefrung {l)rer SBplumina bejiimmt, wie 
biefeä bei ben Steinen unb »^6ljern gefdbie^t, fo nimmt man an, 
baß ein Körper \>on jwei Solumeneinbdten aucfe fo t>iel Wta* 
terial giebt, aH jwei Äorper üon berfelben Art, wown 'jebet 
nur eine 8Solumeneinf)eit f)at Um aber biefe SSorpellung %n tea* 
lifiren, muß man ben erjten JEirpcr burdj) @dgen ober ©(pnciben 

fert^eilen, woburc^ ein SEl^eil beffelben t)erloren gebt, unb ba bie« 
et Zi)exl nicbt mit bem SSolumen in SSerl^ältniß f^e^t; fo finbet 
ba6 geometttfc^e SSet^ltniß jwifc&en ben SSotumen unb bem wirf« 
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ItaS^en ®elbn>ert^e beö Äirper« nic^t me^t fit aUtt (Strenge ftatt. 
@§ ffnbct atfo m biefer Sätixet^utiQ jn)ifdf)en ber SBertl^öbetlimmuna 
jewiffer Ä6r^)er nac^ tf)rem SSoUimen unb ber ber SBeweger natj^ 
if)rer TCrbeit eine tJoHfornmene Tfnölogie flatt; benn bie ben m 
ben SD?afc^inen ftattfinbenben JRetbungen entf^)red)enben SSerlufte 
an 2frbeit cntfprec^eu genau ben SSerlujlen an SSJfaterie ober @ub- 
ftanj bei ber Sert^eilung ber Äor^jer, unb bie *^erfienun98 - unb 
tlnter][)altun96f offen ber 9RafdS)inen, wetcf^ erforberltd^ ftnb, um 
loerfdbtebene iBeweger jur SSerfertigung t>erfcf)iebener Cluantitdten 
berfelben Htt t>on /(rbeit anwenben unb auf biefe SBeife biefe J8e^ 
weger nac^> ben »on i^nen I?ert)orgebrad^ten £luantit3ten Arbeit 
t>ergleid[)cn ju fJnnen, entfj)redf)en genau ben Sofien, weldje bie 
SSerfjeuge ober 9Rafd)inen tjerurfad)en , woburcb Mbxpcv t)on t^er- 
f^iebencm Solumen auf folc^e toon gleid^cm SSolumen ^urücfge« 
^f)tt werben. 25ic für fammtlidSje Ärafte eines S5cwcgerS berech- 
nete Arbeit fpielt alfo bei ber JBeftimmung beS SBcrtbeö biefe« 
8en>eger§ biefelbe Stolle, wie baö SJolumen bei ber Seftimmung 
be6 SBertl[)e§ gewiffer ©ubftan^en. ^ierauS fann man fd)on fcbtie^ 
f en, tt)ic notl^wenbig bie JBefiimmung biefer ©roße in ber a:t)eorie 
ber ÜRafd^inen unb ber SKotoren ip, wie man im SSerlaufe biefeß 
SBerfee nod^ na|er feben wirb. 

(g§ wirb rm)t öberflfiffig fein, l}m einer @cbwicrigfeit ju 
begegnen, welche man juweilen in i35ejiel)ung auf ba§ 9Ka§ be6 
SBertt^eö einer ^Bewegung burd) bie 2(rbeit, wie wir fie bcfinirt 
f)ahm, erhoben i)at, inbem man hti)avLpUt, baf bie Seit aud^ ein 
Clement be§ SBertbeS ber ^Bewegung ober be§ a:ranSporteS einer 
SRaffe fei, unb namentlid) bie grJfiere ober geringere @cbnelligfelt 
mit in f8ttxaöi)t gejogen werben muffe. 

3n meten %&uen ift e6 obne äweifel mebr ober weniger t)on 
Slufeen, baß ein gewiffer mecbanifcber @ffef t ober eine gewiffe JBe^ 
wegung mtf)x ober weniger fdS)neU]&en)orgebraci^twirb; allein biefe 
3Crt toon SRuifeen gebJrt ju benjenigen, welcbe fein bejiimmteö STOafi 
gejtatten. 3wei dl^^nlid^e ^Bewegungen, wie j. S. ber Xxan^poxt 
jweier Äajien in t^erfdbiebenen Seiten finb jwei 9?uläleijiungen von 
ganj loerfc^iebener 5Ratur, welche in JBejiebung auf bie Seit feine 
geometrifdS^e 8Sergleiclf)ung gcflatten. SBenn e6 übrigen^ barauf 
anfommt, t)ermittetft einer 3Rafd)ine eine gewiffe Quantität 4bn^ 
lic^^er ^Bewegungen If^eriooriubringen , fo ijl biefe§ in vielen galten 
nid^t foftfpieliger, wenn e6 gleid^seitig, al§ wenn e§ fuccef- 
five gefdj)iebt, unb e§ fann baber bie Seit hierbei nicbt in SSe^ 
Iradbt fommen. SBenn j. S5. jebn 5Kenfd)en jum *^cben von Sa- 
ften beftimmt ftnb, unb man wunfcbt biefe Arbeit f^neller verric^^ 
tet JU If^aben , fo fann man febr wobl gl^icbjeitig jwanjig SRen* 
feilen anwenben, obne baß e§ mebr itoften verurfacbt, biefelbe Ar« 
bdt in ber ^ilfte ber Seit verrichtet ju befommen, unb folglidb 
faiitt aud^ ^ler bie Seit im ^gemeinen bei ber S5ej!immung beJ 
Öertl^e« ber Arbeit nidf^t in JBetracf^t fommen. SBenn ferner eine 
^iim^fmafdS^ine ein SSBdtiwerf treibt, unb man will in einem Sage 
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weit mtht Ctfen ptobuciteti/ wie ^ttoh^nlU^, fo (ann man gtet^" 
ititia itoci foldi^er SRafc^inen antDenben^ unb al^bann/ oi)ne ba^ 
ed für ein beflimmted ®en>i4^t Sifen mel^r itol^ten fofiet/ mit jtpet 
!D{afdt^tnen in einem Xaoe eben fo t>tel Sifen probuciren/ atd mit 
einer SRafc^ine in mei jM^tn. Da man alfo bie ju einer genotf^ 
fen S^^brifation erforberli(|^e Seit o^ne fel^r betrac^^tlic^e Stoftettüet^ 
met)runa t)erminbem fann^ fo fann bie Seit im 2(Ugemetnen bei 
ber SSejtimmung bed SBert^eö ber Htbtit nid)t in Setrac^t fom^ 
men, unb wenn biefeö ^uweilen gefc^e^en (ann, fo liegen ber Ttt^ 
beit oan) frembartige urfac^en ju ®runbe. 

2>ie Unterfd^eibuna jwifc^en ber ^tit unb ber TCrbeit bei ber 
fiSeftimmung beö SBertpeS t^er ^Rotoren ifi ber ^an}^ analoge welche 
man bei bem Ttnfaufe gewiffer ©egenftinbe ptfd^en ber getauften 
äuantitit unb ber jur Lieferung berfelben erforberli^^en Seit mac^t, 
unb obgleich e$ oft febr t>ortl&eill)aft fein tann, ba^ bie aUmal^lige 
Lieferung einer SEBaare in ac^t S^agen fiatt in einem ÜRonate be^ 
enbigt wirb; fo bleibt io^ bie Xluantitdt biefer SBaare immer 
bad «ßauptelement bei einem «^anbel. 

2)er iRame Tixbtit, welken mir gemault '^ai}m, fd^^eint unS 
febr ba)u geeignet ju fein, einen genauen fi3egriff t)on ber ju be^ 
Ki4)nenben ®r&$e )u geben. Denn ^ wenn m(uL ). 83. t)on ber 
irbeit fpri*t, melcfee ein ^ferb tdgli(^> (>ert^ringt; fo fte^^t 
man leicht ein, baß biefeS ba§ ?^robult auö ber Äraft ijl, mit 
n>el4)er baß $ferb nad!^ ber 9li(l(^tung beö SSSegeß jiel^en fann, unb 
auß ber Sdnge biefed 9Beae$/ ober aUgemeiner baß integral beS 
S)robufte6 au§ biefer Äraft unb bem Elemente biefeß SBegeS. 2)eS« 
QUid)tn, wenn man fagt^ baß ber burd^ ein iCi(ogramm itol^len 
aeliefcrte SBafferbampf eine gemiffe £luantitat Xrbeit hervorbringt; 
fo begreift man leicht, baß biefelbe nicbtö anberd x% al6 baß $ro^ 
buft au6 bem auf ben itolben außgeäbten DrucFe unb auS bem 
befc^riebenen SBege, ober bad integral beß $robu(teß auß ber 
Spannung beß Dampfeß unb bem Diferen)ia(e beß SBe^eß. 

Die JBebeutung ber 2Cu6brucfe 93en)egung$arbett/ Sßi^ 
berflanbßarbeit/ 9lu^arbeit unb t)erlorene Xrbeit, 
n)el4)e ade bei ber ](nmenbung bcdSßorteS Xrbeit in ber Xhio^ 
rie ber ^a\d)inen Dorfommenben Unterfc^eibungen außbrüdPen, 
ftnb für ficb Har unb bebürfen weiter feiner SRedj^tfertigung. 

Da baß ^rbeitßelement baß $robuft auß einem unenblicfi 
fleinen SBe^e unb einer nad^ ber Stid^inna biefeß SQSegeß wirfen^^ 
ben Äraft ifi, fo fdf^eint bie ber Ärafteinpeit unb ber ^ingenein- 
l^eit/ b. 1^. bem JCÜogramme unb bem ÜReter entfpre4)enbe Xrbeit 
alß natürliche ?(rbeitßein^eit genommen werben ju muffen; 
allein ba bie gew&^n(i4)en f8me:^tt, wie baß ^äBaffer, bie alliiere 
unb ber Dampf fc^on In furjer Seit Quantitäten Arbeit l(^en>or$ 
bringen, weld()e bei biefer ginl)eit burd|^ ju große unb unbequeme 
Sal^len außgebrücft würben; fo pflegt man allgemein jurXrbcttß^ 
ein$eit biejenige )U nehmen, wel4^e einer itraft toon 1000 SCite^ 
grammen unb einem SBege oon 1 SKeter in ber Siidt^tung biefer 
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Jttaft mtfpxiä)t 2)i>fe Ttxbtitieinl^eit f*eint bte jwetfmi^fgtte )U 
fein, weil Jtc webet ju flem, nod? ju groß ifl, fo bof man webet 
Ml oft jBtudS^e, Mä) ju gtoge 3öl)fen onjuwenben btaui)t. 2)fe 
Tfrbeit, weld^e ein ÜRenfc^ täglich l)etwtbtingen fonn, witb bei 
biefet ginl^eit butdf) äebnet, bie eine§ ?)fetbe§ in betfelben Btit 
tuxdi) Saufenbet unb bie bet 25ampfmafcf)inen obet SBaffetfatle 
ebenfalls fut einen Uag but* 3e^ntaufenbet auSgebtnrft, welche 
Sal^^Ien fut ben gewftl^ntic^en (Sebtaud) l)inteidS)enb bequem ftnb. 

S6 wäre (u wänfd)en^ ba$ man fut biefe Xtbeit^etn^eit aU^ 
gemein einen ^^affenben Flamen eiufübtte, unb einige ÜRedS^anifet 
^aben fte 2)9namie genannt; aHein wenn man einma( eine au( 
bem^tiecl^ifd[)en abgeleitete SSenennung anwenben wiU; fo mui 
man auc^ bie gtied^ifd>en SButjeln bet Tinibvüde «Rtaft unb 
SBea beibehalten^ unb wit werben un6 babet im SSetlaufe biefeS 
iBetifeS jut $Beiei(|)nung bet 2CtbeitSeinbeit beä Ttii^ixndti 
»JJpnamobe« bebienen. 66 ift abet wobl }U bemetfen, bafi, 
wenn ba§ $tobu!t au6 einet «Rtaft unb au§ einem äBege eine 
®t6fe bet Ätt.fein foU, weldbe wit Ätbeit genannt baben, bie 
Äraft nad) bet Stiibtnna biefeö SBegeö gefcbafet^wet^ 
ben muß. 3n einigen SSBetfen/ worin 3;abeUen über bie taglidb« 
jduantitit Xrbeit bet SKenfdben unb Xl)im untet tetfdbiebenen 
Umjtanben mitgetbeilt finb/ bot man bie SBege, weldbe ein 9)fenf4> 
obet ein ?)fetb mit üetfcbiebenen Saften auf üetfdfjiebenen Ätten 
t>on Sßegen ^utucKegen fann^ angegeben unb ba6 ^tobuft aui 
bem Sßege unb au6 bet Safl in biefe(be Kolumne mit ben £luan^ 
titaten Xtbeit gefegt unb biefen ?>tobuften benfelben Flamen ge* 
geben; allein man muß/ obgleid) bie2(ngabe folcbet Stefultate übet 
ben boti}ontalen 3:tan6t}ott t)on S^aficn febt nu^licb fein fann^ 
ba6 ^tobuf t an^ bem äBeoe unb bet Saft nicbt mit bemfelben 3la^ 
men bejeidbnen, wie ba6 |)tobuft/ weld^e^ wit 3Ctbeit genannt 
^aUn. 

aSenn man ba6 ?>tobuft axiff einem SBege unb au8 einet auf 
feinet 9iidbtung fenftedbten Ätaft ebenfalls mit tyem Flamen 71 v^ 
beit bejeidf^nen wollte, fo mü^te jwifcben biefen beiben ®t6ßett 
eine Tttt t)on 3(equit)atenj ftatt finben, fo baß man gewiffetmaßen 
bie eine in bie anbete oetwanbeln !6nnte* wa6 offenbat nicbt mSg« 
lieb iff- ©iefelbe Ätbeit fann mit einet auf ber JRidbtung be« 
SBege6 fenftedbten Ätaft begleitet fein, ahex eö fann baburdb feine 
Arbeit bett)otgebtad)t wetben, weld)e auf irgenb eine 3Beife t)on 
bem Dtobufte au^ bem befcbtiebenen SBege unb einet SHotmalftaft 
abbangt, unb umgefebtt fann eine gewiffe Arbeit nicbt einem 
SBege unb einet 9lotmalftaft entfprecben, beten ?)robuft in einem 
beflimmten SSerbaltniffe ju biefer Arbeit pebt. 66 fi'nbet jwifcben 
biefen beiben Arten t)on ?)robuften feine notbwenbi^e ©ejiebung 
ftatt, fo baß man im Mgemeinen nicbt t)on bem einen «uf ba6 
anbere fdbließen fann, unb man muß pe baber aud^ nicbt mit bem* 
elben iRamen bejetd^nen. 
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9Ran wärbe fogar einen %zf)let begelS)en/ n>enn man bem 9>to« 
buf te aus einem SBe^e imb aui einer auf feiner 9ticl[)tuns fenf red^^ 
ten Äraft einen bepimmten Flamen geben wollte, weil bie betben 
Saftoren biefed ^robulteS mtttelfl ^afdi)inen nic^t in einanber 
Derwanbelt werben fonnen, wie biefeS bei ber 2Crbeit ber Sali ift, 
unb jfcwei gleiche ^robufte in biefem @inne im Tlllgemeinen nid^t 
auf Tropen anwenbbar ftnb/ weld)e eine gewiffe Tixt t>on Tiequi^ 
oalenj Ibaben. SGBenn biefeS unter befonbern Umjlänben jlatt ju 
finben fcbeint/ fo liegt ber ®runb barin , ba| bie Äraft in ber 
Wicbtung beö SBege* juweilen eine %xt üonJReibung wirb, welct^e 
nabeln bem 9tormalbrude proportional ifl, unb baf aBbann bte 
Arbeit ebenfalls bem 9)robufte auS bem befd^riebenen SBege unb 
biefem Slormalbrude proportional ift. SBie fid) bte beiben Ele- 
mente ber 2(rbeit in einanber tjerwanbeln fonnen, fo fann biefeS 
aui) in bem gegenwärtigen gatle mit ben beiben Elementen beö 
anbern 9)robufteS gefdt)el)en; aber nur wegen ber erwalj^nten 9)ros 
portionalität , unb fobalb biefe nicbt me^x ftatt ftnbet, fann man 
aud^ jwci §)robufte ai\^ jwei befc|)riebenen SBegen unb jwei bar- 
auf fenfred)ten Ärdften nicbt mebr mit einanber t)ergleid^en. 

2Benn j. S5. Saften burcb |)ferbe auf berfelben 2Crt t)on ©tra- 
fen fortgejogen werben, fo ift baS ©ewid^t ber gaft nabeju ber 
äugfraft, ober ber Äiuabl ber anjuwenbenben ?)ferbe, proportional, 
unb ba fidf) faft alle Äaften jertbeilen unb auf mehrere gubrwerfe 
tranSportiren laffen; fo folgt, baf nabeju ebenfo t)iele tägliche 
5)ferbe!rdfte jum SEranSport einer gewiffen Quantität SBBaaren auf 
eine gewiffe Entfernung, alS jum SJranSporte einer b^lb fo gro-. 
fen Quantität SBaaren auf bie boppelte Entfernuna erforbert wer^^ 
ben, fo baß man naberungSweife bie arandportrojien auf einer 
bejlimmten Art oon SBegen als ben ?)robu!ten auS ben tranS? 
portirten (gewichten unb auS ben befd^riebenen SBegen proportional 
betrachten fann. Zbtx biefe Proportionalität ifl ber S3ebingung um 
tergeorbnet, bajp man bie 2Cnjabl ber ^ferbe, ober bie Sugfraft, in 
ber JRicbtung beS befd^riebenen SBegeS alS bem ©ewicbte ber }u 
tranSportirenben 8aji proportional bttxai)Un fann, waS t>orauS5 
fefet, bag man nur ein unb biefelbe@traße betrachtet; benn wenn 
fi^ biefe inbert, fo werben aixd) anbere ©runblagen ber SRedS)- 
nung erforbert, tbm weil ficb bie @r6fie änbert, weldbe wir 2fr^ 
beit nennen bie allein bei biefer 2Crt t)on aCranSport angewanbt 
werben fann. SBenn j. 85. ein gubrmann für ben SKranSport 
oon 1000 Kilogrammen auf 10 SReilen eine grac^t r>on 10 SSba^ 
lern tjerlangt auf gewiffen iStrafien, fo wirb berfelbe für biefelbe 
gaji unb biefelbe Entfernung 20 Slbaler %xad)t verlangen, wenn 
wegen beS fcbled[)ten 3uftanbeS ber ©träfe bie boppelte Xnjabl 
üon ?)ferben erforberlid^ ift, fo baß alfo wieber bie 2Crbeit, wie 
wir fte befi'nirt t)aben, bie wal^re ©runblage bei biefen flSeftim« 
mungen bilbet. 
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SSered^nuttg ber 9tetbungen {)ei ben 2(nn)enbunsen. 

§. 60. aSBtr wollen iin§ nun mit ben m ben SKofd^inen ^att 
ftnbettben ^Reibungen bcfd^nfelgen, inbem wir un6 auf bie aDge^ 
meinen ^aüe befc^ranfen/ weld^e gew6l()n(ic^ bei ben TCnwenbungen 
üorfommen. 

^aö^ ben befannten 83erfu(|)en über bie JReibitng ffnbet jwi- 

fd)en bem 9lormatbrucfe auf bie SBerubrungSflac^en unb ber Zan^ 

oentialfraft, welche bie Sleibung genannt wirb, ein »on ber 

^efd)n)inbigfcit ber SSeweguna unab{;angige§ fonjtantcS SSerl)aIt? 

nig ftatt, unb man fnbet in oen 8ef)rbu4)ern ber praftifc^en 5Ke« 

d>anif bie SSabelle biefer SSerbattniffe für bie bei ben 9Rafcbinen 

am f^öufi'gflen angewanbten fejien Äfcrper. 3ur äöejlimmung ber 

Don- ben Sfeibnngen berrübrenben aSerlujie an Tvheit muß man 

fennen: 1) bie auf bie äBerübrungöpunfte wirfenben 2)rucffrafte 

unb 2) ba§ Clement be§ gortg(eiten6 ber urfpriinglicben 85erüb' 

rungöpunfte in äBejiebung auf einanber wabrenb be6 ©tattfinbenft 

ber JReibung. 2)a bie JBellitnmung ber Drucffrafte baö Slacbfie 

iff, womit man ftcb bei biefer Unterfud)ung befcfeiftigen muß, fo 

wollen wir jut>6rberji an einem 83eifpiele jeigen, welchen ©ang 

man babei befolgen muß. 

2Bir wollen unS ein fejleS ©pflem benfen, welcbeS ficb um 
eine borijontale 2(re brebt, bie mit jwei 3apfen an ibren ^nben 
auf fejien gagern rubt, unb annebmen, baß auf biefe^ (Softem 
jwei äußere Ärdfte P,P' wirfen, wetcbe in 9iormalebenen auf bie- 
fer 2Cre liegen, unb beren ÜRomente in Jöejiebung auf biefe %xt 
Vp, P'p' fmb. Serner feien a, a' bie SBtnfel, welcbe bie SRicb- 
tung biefer Ärafte mit ber »^orijontale bilben unb n bejeicbne 
ba6 ®ewid)t be§ ©pfieme^. 

2>ie auf bie 3apfen wirfenben Ärafte muffen Jo befdbaffen 
fein, baß ^wifcben ben dußern Ärdften unb ben Gräften, welcbe 
ben STOolerulen beS @9Jiemeö, wenn fie üoUig frei waren, bie JBe- 
wegung ertbeiten fSnnten, welche fte wirf lieb annebmen, 3(equioa^ 
lenj j!att ftnbet. 2)a aße Gräfte in 5Kormalebenen auf ber 2Cre 
liegen, fo l)at man feine Komponenten nad) ber 9licbtung biefer 
2(ren ju betracbten, unb folglicb nur ©leicbungen aufuijiellen, 
welcbe ficb auf bie Summen ber Komponenten ber in Stormal- 
ebenen auf ber 25rebung§are be6 ©pflemea liegenben Kräfte be» 
sieben, unb ©leicbungen, welche jtcb auf bie ©ummen ber 9Ho= 
mente biefer Kräfte bejieben. 

SQ8ir wollen bie 25rebungSarc jur 2fre ber z unb ben SWittet 
punft eine§ 3apfen§ jum Tlnfangöpunfte ber z nebmen, unb wie 
gewobnlicb mit u, v bie borijontalen unb üertifalen Komponenten 
ber @efd)winbigfeiten bejeicbnen. 66 feien ^, ^' bie Entfernungen 
ber burcb.bie SKicbtungen ber Krdfte P, P' gelegten SScrtifalebe^ 
nen t)om 2tnfang6punfte , / baS 3nter\)all jwifcben ben beiben 
Sapfen unb p, p' bie ^albmeffer biefer 3apfen, welcbe ®r6ßen 
f&mmtli^ atö gegeben angefeben warben, ferner feien Q, Q' bi( 
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auf btefe Sai^fen ipirfenben Stortnalfrdfte mi ßf ß^ bte SStnfel^ 
welche bie Slic^tunoen bicfer Ätdfte mit ben in t^ren SJertifalebe« 
mn, bif auf ber I)re()ung§aj:e fenfred^t ftelf^en, wenn bie äoöf^n 
cijUnbrifcl) ftnb, gegogencn ^crijontalen bilben, wo biefe met (3ti^ 
fen Q, Q', ß, ß' ju bejlimmcn ftnb, «nb enblic^^ feien f, f* bie 
8Serlj)iltniffe ber gteibungen ju ben Slormalbrucffraften. 

SBenn man bemerft/ bafi Q unb /*Q auf einanber fenf redtet 
ftnb, fo iji bet ©inuö be§ SBinfeK, n?eUl)en bie Sleibung /Q mit 
ber *^orijontale bilbet, offenbar = — cos^ unb ber ÄofinuS bef^ 
felben SBinfel« =sin^, unb ba bie Ärdfte P, V na* ber 58or^ 
auSfefeung baS^@pjlem im entgegengefefeten ©inne ju brel[)«n fhe- 
ben; fo geben bie fecb^ ®(eidbungen ber 2Cequiioalen} ber auf einen 
feften Ä6rper wirfenben Ärafte bie fünf folgenben ®(ei4)ungen, 
inbem bie fed^Ste t)on felbji erfüllt wirb, »eil pe ficb auf bie 
©umme ber i£om)}onente nad^ ber 9ticbtung ber 0{otation$ai;e be^ 
jiebt, tt)el(l[)e fdmmtlidj) SWuU finb: 

2 j . ^ =Pcosa+P'cosa'+Qcos^+Q'cos/J'+/Qsin^+f Q'sin?'/ 
2 ^ . J=Psina+P'sina'+Qsin^+Q'8in^'-/Qcos^/*Q'cos^^ 

2£.,z J=^Psina + 4'Fsina'+/Qsin^ — yQcos^, 

2 jZ^ = ^Pcosa + ^'P'cosa' + /QcosiJ+i^sm/J. 

SBenn 3 ben SBinfel bejeid^net, weld!)en eine burdj^ bie 2)re]&ung«^ 
are gelegte ebene bef(l)reibt, inbem fte mi bem ©pfleme bcrum* 
beweot wirb, unb r ben t)on ber Xre nad(> einem beliebigen ?)unfte 
beS itir<)er8 gejogenen 9?abiuSt)eftor; fo l^at man: 



folgli*: 



x = rcosS, y = rsinS, 






1^ 






ober wenn man "jj = » fefet: 
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*• , 


da> 


dv . dc^ 


51 =-»•*- 


AI ^>^ ♦ 


-=-ö'y+«- 



. «ctmittdjl bjcfer SBert{)c ü^wanbctn ft(|> bie fünf ©(€{41«»^ 
gen bcr SBewegung in folgenbe: 

Cd* — 1 rfca - 

g ^ 9 dt ^^ 
= Pcos a + P'cos a'+Qcos /J + Q'co« (5'+/'Q8in^+/''Q'8in ß', 

CO» _ ,1 rfCö _, 

=Psin a+P'sin a'+Q sin ^+ Q'sln ^'— /"Qcos |J— /' Q'cos ^', 

1 da 

- .5;- Spr'=Pp-Py-/Qp-/"Qy, 

CO» _ , \ doo 
CO* ^ 1 rfca 

— — 2par2+ - . — 2:py2=^Pcosa+^'P'cosa'+/Qcos^+^8iii^. 

SSei ben gewJlS^nlicI&en Xnwenbungen liegt ber @d()tt)er|)unft 
beS @9jiem§ auf ber 2)rel[)un9§a):e, unb eS ijt folgtid^^ : 

Semet n)itb ber Körper sen>6l^nli(l(^ t>on einer StotationdtlidS^e ht* 
grenjt, beren Are mit ber 2)relf)un96are jufammenfdllt, ober xot^ 
ttigftenö ift biefer Ä6rper in SSejie^^ung anf bie ebene ber xz unb 
bie ber yz f^mmetrifd^), unb folglid^ b«t man : 

»eil biefe Summen auö ©liebem befleißen, weld&e paarweife einan« 
ber gleid^ unb t)on entgegenaefefetem 3eicl()en finb. 3n biefem gatte 
9em>anbeln 1t<^ alfo bie fünf @lei^ungen ber jßewegungen in 
folgenbe : 

(1) Pcosa+P'cosa'H- Q(cos^+/«iii/J)+Q'(cos^'+/' sin^0=O, 

(2) Psma+P'sma'+ Q(sin ß—fcosß) +Q\smß'~f' co8ß')=0. 

(4) 4P sin a + 4'P' sin a' + IQ (sin ß—fco» ß) = 0, 

(5) 4P cos« + 4'P'cos a'+ iQ (cos^ +fsinß) =0. 
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SScdcn wir: 

'^ ' /Q (sin § - fcoti^=Y\ Q.'{ßm§' -f cos^') =« Y'? 

fo geben bte ©leie^ungen (1), (2), (4) unb (5): 



(8) 



(9) 



7 sin a 4' C*P' sin a' 

Y_ j , 

[ Y, _ «-QPco8a+(<-OP*co8a^ 

)y, (l-0P8ina+a^g')F8ina' 



Um bic 3>unfte ju finben, worin bie JReibungcn ftatt ftnben, 
mu^ man bie ®r6|en cos/3, sin/3, cos/3', sin^' beftimmen. 
XuS ben ©leid^ungen (6) ergeben ffc^) aber bie XuSbrücfe: 

X— ^Y , Y— /-x 

(10) «^»?=o(i+r)^ sin/3=Q(j^^,j; 

X'— f'Y' Y'+^X' 

(11) cos^'=^;^q:^; «'"^'=ö^(r;n' 

in welche man für Q , Q' ibre SBertbe (7) unb bann für X, Y, 
X', Y' ibre SBertbe (8) unb (9) fefeen xm^Xt, 

3ur SSereinfadbung ber SRecbnungen moUen wir mit ^ ben 
SBBtnlel bejeicbnen, beffen Äangente / iji , burdb R, R' bie rcf^). 
Stefultanten aus X, Y unb X', Y' unb mit a, a' bie SBtnfel, 
welcbe R, R' mit ber *^orijontaIe bilben, unb enblicb wollen wir 
annebmeu/ wie eö audb gewobnticb ber ^aU ijl^ bafi bie SSerb^lt- 
niffe / unb f einanber gleidb ftnb. 

S)a bie ^raft R bie JRefuUante au§ ber ©umme X ber bö- 
montalen Komponenten toon Q unb t)on /Q unb olxA ber Summe 
Y ber Dertifalen Äom^)onenten biefer beiben legten Ärafte ifl; fo 
bat man: 

R = |^xq:T^, 
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unb ba y— — =cos<p i|l, fo t)ewanbetn fid) bie SBertl^e von 
Q unb Q' in fotgenbc: 

Q = R cos (p, 
Q'=R'cos (p, 

unb aitflerbem Ij^at man: 

X =: R cos a, Y = R sin a^ 
X' = R' cos a', Y' = R' sin a'. 

SSermittelft biefer SBert^e fonnen bie ©leid^ungen (10) unb 
(11), n)e(d)e bie SS8crtl()e t)on sin(3, cos(3, sin/3', cos^' geben, auf 
folgenbe gorm gebracht werben: 

cosjS = cos (a + 9^) / sin ß = sin (a +9^) / 
cos ß^ = cos (a' + <p) , sin (3' = sin (a'+ ^J) , 

Yüorauö folgt: 

ß = a + <p, ^' = a' + <^. 

©te in ber ©teid^ung (3) tjorfommenbe ®r6ße 2 -2 r» wirb ge* 

n)6l^nli4) bad Xrdg{)ei tdmoment beS Spfiemed in Se^iel^ung 
auf bie SrelE)ung$are genannt/ unb wenn man baffelbe mit k bt^ 
jeid^net; fo fann bie ©leid^ung (3) auf folgenbe gorm gebracht 
werben : 

, dco 

obet wenn mon p' = p fe|t, wie c8 ifiiuftj) ber §aU tff: 
* 5r=''P-*"P'- psin(p(R+RO. 



Diefe ®Ieid()ung bient «ir äBejfimmung ber SBinfelgefdf^winbigfeit, 
wenn man bie Ärafte P, P' für jeben 2Cugenblicf fennt. ®ew6l^n^ 
Kd^ finb biefe Ärafte ju einanber yarattel, ober auf einanber fenf^ 
re^^t. SBenn fie parallel finb, fo wirfen fie gew6l&nli(l(^ nad) ber 
3ti(i)tunQ ber SSertifale toon oben nac^ unten, unb wenn man bie 
Äjre ber y in ber g?icl()tung biefer Gräfte nimmt, fo \)at man: 

a=: a'= 270®, sin a = sina' = — 1 , cosa = cosa'=0, 
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X-=0,Y-= '^-t"""^ . 

0d tfl miti)xn: 

Q=Y, Q'=Y'; 

aber: 

a^=af:= 90^ sin a= sin a' = 1 , 

fotgH*: 

Y=R, Y' = R'; 

alfo: 

R+R'=Y + Y' = P+P' 

unb bie ®(et(^ung für bte Sßtnfe(ben>egung loenoanbelt ft^^ in fot- 
genbe : 

k jP =Pp— Py — pcos9>(P+P'). 

SBcnn bie Ärifte P, P' auf einanber fenfred^t finb, unb a= 180*/ 
y=:270« i% folg««: 

sina=0/ cosa = — 1, sina' = — 1, cosa'=0/ 

fo Ummt: 

Xtti ben ®(et(^uttgen : 

XssrRoosa unb Y=R8ma 
etgibt ftc^: 

X 

tanga=^Y'' 
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unb ebenfo ift: 









• 2>ie fibriaen ®r6flen »erben wie in bem allgemeinen galle 
befitmmt. SBenn bte Äröfte P, P' xvi\)tent> ber SSewegung ber 
®r&ge unb Siicbtung nacb fonjlant ft'nb/ fo werben bie loon ben 
äapfenreibungen IS)errubtenben aSerlujle an Arbeit für bte@efunbe 
au^gebräcft burcb : 

27mp/Q unb 2nnp'f'Qf, 

wo « bie Xnjabl ber Umbrebungen in ber Seiteinbeit bejeicbnet, 
unb wenn /^' = /; p' = p ift, fo wirb ber SEotatoerluft au^ge- 
brucft burcb: 

27rnp/-(Q + Q0, 

wo bie ©rutffrifte Q, Q' na<b ben frubern Sormeln berecbnet 
werben. 



»eretbnung bcö IDrucfeö, »cld^en jmei 3d^nc beö (gin^tffe« jweier Silotation«* 
fpfteme, beren Bewegung md)t gletd^förmtg \% auf einanber auööben. 

§. 61. SBir wollen nun jwei Kotation^fpfteme betracbten, 
»elcbe in äapfenlagern rubeu/ unb in ibrer ^Bewegung burcb bert 
©ngriff jweier äabnrdber mit einanber «oerbunben unb beren 2Cren 
parallel ttnb. SBir wollen annebmen, baf eine oon einem belie^ 
bigen SSeweger b^rrübrenbe Äraft P (gig. H) auf ba6 erjle ©p^ 
jiem in A in einer Entfernung p t)on ber 2)rebung6a]ce biefeS 
SpftemeS unb eine SBibcrjlanbSfraft P' in C auf baS jweite ©9- 
fiem in einer Entfernung p' üon fetner £)rebung§a);e wirft; fo 
entftebt in bem iöerübrungöpunfte B jweier 3dbne beö Eingriffet 
ein gegenfeitiger 2)rucf Q, welcber nacb ber Stiftung ber Slormale 
in bem S3erubrung§})unfte wirft. SBenn man ficb burcb ben ?)unf t 
B eine auf ben beiben Drebung^aren fenfred)te Ebene benft, fo 
benimmt biefelbe auf biefen Ären y^ti |)unfte, welcbe man bie 
SRittelpunfte ber beiben ©pfteme nennen f ann. & feien q, q* 
bie aus biefen 5!Rittelpunften auf bie 9lormale im |)unfte B unb 
s, 8* bie au6 benfelben fünften auf bie SEangente gefällten ?>er^ 
^)enbifel. gerner bejeicbne / ba$ I8<rbiltnjß ber jKeibung jum 
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2)ru(fe/ fo li^t ft(^ bie ftegenfettiae Sinwtrfung ber beiben 3^^ne 
im ©erul^riingdpunftc in eine SRormalfraft Q unb in eine SEan^ 
gentiolfraft fQ jerlegen. SBir wollen junicbji bie 3apfenreibun- 
gen unberncffic^rigt laffen, mit © bie SBBinfetgefc^winbigfett beö 
erjlen @t)|leme6 unb mit k baö SJrigljeitgmoment beffelbcn in 
S3exiel)un9 auf bie X>n\)\xnQ^ax^ bejei^nen; fo t)aben mit We 
®leic^ung ber SRomente: 

* ^=Pp — Qq^fQ8, (A) 



3Benn mir burcb biefelben accentuirten IBud^flaben bie ana^ 
logen @r6fen für ba$ jmeite (Softem bejeidl^nen/ fo ^aben mit bie 
lYoeite ßleidbuna : 



mo bie 9Siai)l bed obern ober untern Setd^en^ t)on bem ©inne bei 
©leiten«/ meldfjer iid) nacb gemiffen JBebingungen dnbern fann, 
mie mir fpater seigen merben, abt)dngt. 

Die aBinfelgefdS^minbigfeiten o unb o' finb hnxä) bie iöebin- 
gung ber äerübrung mit einanber tjerbunben; benn menn man 
bie S3emegung md^renb eine§ unenblic^ fleinen 3eitt]&eild[)en§ be^ 
trad^tet, fo lann man annehmen, baß baS S5eru{)rungöelement pa^ 
rallelju ftd? felbjl fortrucft, unb menn alSbann bie ©en^rung 
noc^) fratt ftnben foH ; fo muffen bie ©efcfeminbigfeiten beiber Äir^ 
per im SBeru^rungäpunfte gleid e Slormalf omponenten ^aben. 3lber 
biefe 9lormalfomponenten beS fleinen toon bem ä3erül)rungöpunfte 
befcbriebenen SBBegeö finb refp. ben in berfelben ^dt t)on ben Suß- 
punften ber 9>erpenbifel q, q' befcbriebenen fleinen S5ogen gteicb, 
unb ba fid^ biefe ?)erpenbifel md^)renb berfelben 3eit nur unenbli4i 
menig dnbern; fo fann xa^iXi biefe fleinen SSo^en, aB ^reidbogen 
t)on ben »^alomeffern q, q' betrac^)ten. Die SSebingung ilf)rer 
®leid()l()eit mirb folglidS) auögebrucft burc^: 

Da bei ben gen)&l()nlic|^en Slerjai^nungen ber JBet&l^rung^punft 
jmeier 3dl)ne nalS)eju xn ber gbene ber beiben Ären liegt, fo finb 

q ff 

bie fBerlS)dltniffe j ^ einanber gleidf). SBenn man Q jmifd()en ben 

©leid^ungen (A), (B) eliminirt unb bie ®lei(^lS)eit biefer »erl^ilts 
niffe berfitfftdS)tigt, fo finbet man: 
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dco dci>' 

unb ba aui ber Äctatton qdo = q^d<s/ folgt q '37=9' "^f / f^ 
t>ern>anbeU fiöf bte U^tt ©leic^img in fo(genbe: 



obtr: 






SKan fann biefe Ic^tc ®Uiä)unQ ki(i)t im ®et'adE)tniffe bel&alten/ 
wenn man btmexlt, baß man für ein SiotationSf^flem / »^nn bie 
3a<)fenreibun8en »ieber unberücffid^tigt bleiben, l()atte: 

Um alfo auc^^ ba§ jweite ©pflem in SSetradbt ju jie^en/ mul^ 
H<)lictrt man ba6 STOoment be6 aBiberjtanbeö P' biefeö jweiten 

@9|lcme6 mit bem Äoefficienten - imb abbirt jugleid) ju bem 

Ätigbeitömomente A be§ erjlen @t><icmeS baö ^robuft au* bem 
Strigt^eitSmomente ä' be§ jweiten unb au6 bem £luabrate be* 

«er^^dltniffesV 

SSBenn bie IBeru^rungSebene in bem SBerut)run96^)untte ber 
beiben Saline burd^ bie 2Cren ber beiben ©^fteme gebt, wie biefe* 
gewol^nlic^ ber gall ift, unb man bejeidjnet mit r, r' bie t^on^ben 
SRittelpunften ber ©pjteme nad) bem JBerübrungSpunfte ber 3at)ne 

?ebenben 9?abien\?ef toren ; fo ijt y=r, q' = r' unb bie ijorberge- 
enbe ©teidj^ung für beibe ©pjleme t)ern>anbe(t fid) aföbann in 
folgenbe: 







(k + k' 


r^\dco 
rVdi ' 


=pp- 


worauf 


folgt: 












dco 

dt "" 


Pp— P 

t. 1 1 


'p'-^ 



k+k^^-. 



Da in biefem §aBe «, «' 9lull, ober wenigjien« fef^r ftein ftnb, 
fo l^at bie SReibung in ben obigen ®lei(^ungen (A), (B) nur xot^ 
nig Sinftufl, unb man fann fe^en: 
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SBenn man in bte ttftt btefer betben ®(et(l|)ungen ben SSttt^ oon 
-j- fubjiituirt, fo ftnbet man : 

Ip^Pl + ÜLpfL 

Pt> 

3«t JBeteinfad^ung tiefet SSBertlS^e« »oUcn wir — = Pi / 

py 

— = P'i fefeeit/ fo fommt: 



Q^ 






k k' 
gur bte Jtoeffidcnten^s/ ;:;^fann man ®em^U U, 11' fe^en^ 

tt)elc|)c in bem JBerü^rungö^unfte ber 3a()ne ange&radS^t, in »e^^ 
jiel&ung auf bic refp. Ären ber beiben betrad^teten ®9Jieme bte* 
fe(ben 3;ragbeit$momente b<^ben warben; benn ed wäre atöbann 

j. JB. Ilr* = *, folglich j;^ = n, unb man fann folgfidj) feigen: 

Diefe ©leid^una lä^t ftcb teicbt auf ben gatt mehrerer rotiren^ 
ber @9Jieme erjlrerfen, unb man würbe aföbann finben, bafi n 
ba§ @mi(i)t bejeicbnen müfte, welcbe^ in bie Serul^rungöpunfte 
gebradS^t unb mit einem ber berubrenben 3äbne fejl »erbunben, fo 
baß eS beffen ®efdS)winbigfeit anndbme, biefetbe lebenbige Straft 
]j)aben würbe, aU bie ©efammtbeit ber JRotationöfpfteme , weldbe 
auf ber bie[em 3abn entfj)red()enben Seite liegen, unb ba§ ®e* 
wid^t 11' würbe für bie bem anbern 3abne unb ber anbern ®exU 
ber SSerübrung entf<)re(|)enben JRotation^fpjleme eine ganj analoge 
jBebeutung baben. 

%u§ bem t)orbergebenben XuSbrudfe t^on Q ergiebt fiä) alfo 
folgenber gebrfafe: 

®enn man für einen Snbegtiff totirenber ©9« 
fteme, welche einanber inxd) SSer^abnungen in Sewe» 



— 141 - 

loegung fel^en^ fix jebe @ette ber Serul)runs in ber 
£)rbnttng ober ffolge ber Uebertragung ber fiSewe^ 
gttna bte Äraft beredj)net/ welche in bem ®erul()rung6s 
pnntie angebrad^t/ aUe äbrigen erfe^en fann^ fo 
wie ba§ (Sewicbt/ roeld^e^ in biefem ?>unfte, mit bem 
3öbne fefl üerbunben, alfo feine®efcb«)inbigf eit tja- 
benb, biefelbe lebenbige jRraft böben würbe, aH alle 
Slotation^fpfteme auf biefer namticben Seite, bann 
iebe Äraft burdj) ba§ ber entgegengefefeten ®eite enu 
f<>re(|>enbe ©ewid&t multiplicirt unb bie Summe ber 
|>robuf te burcb bie ©umme biefer ©ewicbte biüibirt; 
fo erl^alt man ben ^rucf, welchen jwei 3al()ne wi^renb 
ber äSewegung auf einanber ausüben. 

aSenn bie Ärafte P, P' in einer folgen Sejiebung gu ein« 
«nber ftanben, bafi fte weber Seweaung l()ert)orbrin9en, nodf^ bie 
bereits fiattftnbenbe ^Bewegung t)eranbern f6nnten, b. l). wenn 
biefe Jtrdfte einanber ba§ öleidf^gewid^t Ijielten, fo waren bie ftn« 
girren Ärdfte Pi , P'i einanber glei^^ , unb man l^itU folglid^ in 
biefem ffaHe: 

Q = P, = P\ 

mit befannt ifi. XKbann »erfdS^winben bie SErdglf^eitSmomente att 

!(emeinfc^aftlid)e fjaftoren, wie ju erwarten war, weil bie Äufli« 
üng ber 2(ufgabe nur nodE) t)on ftatifdben ^Betrachtungen abl^&ngt. 

5Cu§ ber t)orlf)ergebenben gormel (Z) ergibt ftdS^ eine widjtige 
nnb wol^l gu bcad[)tenbe Folgerung. 

JBei t)ielen 2fnwenbungen ijl nAmlicb bie SBirhmg einer ber 
Ärafte, j. «. Pi intermittirenb, b. 1^. bie Sntenfitdt biefer 
Äraft dnbert fid) anö) wabrenb beffelben Umgänge^ beS ©pjlemeS 
betrdcl(>tlicl&, waö namentlidf) ber Sali ift, wenn ^dmmer, ober 
Stampfer in «ewegung gefefet werben follen. 3n biefem galle 
wirft bie Äraft P' nur md) 3ntfrt>atlen, inbem fie in g^wiffen 
Äugenbltrf en 5Rull ift, unb bann wieber mit einer giemlid^ betrad^t« 
lid^en Sntenfttdt wirft. 9lun fielj)t man aber au^ ber ijorberge? 
l&enben ®leicbung, bafi ber im JBerül^rungöpunfte ftattfinbenbe 
©rurf Q jwar feinen SBertb mit P/ ju gleid^er Seit dnbert; 
aber ioä) um fo weniger, je f leiner ber Äoefftcient t>on Pf' gegen 
ben wn Pi ift, fo baf folglicl) ber ©nflufi einer ber drifte Fi' 
auf ben 2)rucf Q bur^ bie ©rofie be§ Äoefftcienten n' für ba« 
entfpredj^enbe ©pftem t)erminbert wirb. SBill man alfo ben 2)rurf 
jwif(|yen ben 3dl()nen eine§ JRdberwerfeÄ, weld^e^ bie ^Bewegung 
auf einen groflen ©c^miebebammer übertrdgt m6gli(bft gleid^fir^ 
mig maä)m, fo muH ba§ Stotationöfpjlem jwifc^en ben 3dif)nen 
nnb bem Jammer in JBejiebung auf ben jBerufjrungöpttnft ber 
BiffM ein mhQÜd)ft gco§e6 ardgbeitamoment \)abtn. 

aSBenn man nad^ bem im S5erflbrung6punfte ftattfinbenben 
©rucf e Q bie JReibungen berechnen wiU, fo bxaud)t man ben ©rucf 
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%mhxUtft nur nad> ben t>or^sel^enben S^nne(n ju bcte^^itni/ im 
bem man bie dtetbungen unberucfftcbtigt la^t, unb bann bm fo 
trf^aiUntn äSertb i90n Q jur Sered^nung biefer Stetbunsen am 
»enbet. )Der l^ierbei begangene Segler t{i offenbar fe^r fletn. 



SHeibung ber B^^bntäbenoetfe. 

§. 62. Um fojletcb aüe m&gtic^en S&Qe in biefelbe %otmtl 
jufammen ;u faffen/ wollen wir annehmen, ba^ bie Ebenen ber 
beibea Siäber einen gen>iffen SBinfel d miteinanber bilben, unb 
biefe Slabcr folglich Äegelrabcr ftnb. SBir rooUen mit Q wie- 
ber ben im fiSeru^^rimg^punfte flattfinbenben 9lorma(bntcf bejeid^- 
nen, fo ijl berfelbe nai^eju auf ber ebene ber 2)rebung§oren fenfe 
tedft, unb r, V feien wteber bie Entfernungen be§ Serü^rungS^ 
yunfted »on biefen 3fren. gerner feien 3, ^ bie fe^r fteinen 
SBinfel/ um meldte ftd) bie beiben 9{dber in einem beliebigen TLvl^ 
genblicfe ber 2)auer ber SSerutjrung, peier äabne oon bem Äugen^ 
blicfe an, wo ber äBerübrung^punft in bie ®bene ber Tfren tritt, 
gebre^et Ijaben. 2)a \>xt Slormalfomponenten ber ©efd^winbigfei- 
ten ber ^erubrung§pun!te oermoge ber SBebingung ber SBeru^^ 
tun0 felbfi gleicb fein muffen, fo bangt bie ®efdf^n>inbigFeit bed 
©leitend ober bie reUtitje ©efc^winbigfcit nur oon ben SEan- 
genttal!om:|l>onenten ber mirflid^en ©efd^winbigfeiten ah. SBenn 
man ferner jn>ei gleidj^jeitige ©ef^winbigfeiten v, t?' betrautet, 
xozlA)Z burd) bie geraben ginien AB, AC (gig. 12) bargeftettt 
»erben, fo wirb bie refultirenbe ©ef^winbigfeit burc^^ bie britte 
©eite AD be§ ©reiecfeö ABD auSgebrucft, weldj^eS man erl^att, 
wenn man bie beiben geraben ginien, weldf^e bie ©efcbwinbi^feiten 
barjicllen, mit i^ren @nbpunftcn in i^ren urfprunglid)en SRi^jtun^^ 
gen aneinanbcr legt. Aber für bie relatioe ®ef(|)winbig!eit, 
b. I?. für bie JRefultante avi^ jwei ©efc^winbigfeiten AB unb 
BE = AC, woüon bie letztere dm ber fruj^ern entgegengefefete 
JKicbtiing bot, ift bie britte <Zixtt be§ 55reiecfeö ABE ober bie 
britte <^ziU BC beö 2)reiecfea ABC, weld^eö oon ben beiben t)on 
bemfelben fünfte A auögebenbcn gegebenen ©cfdt^winbigfeiten ge* 
bilbet wirb, ber geometrifc^e 2tu§brucf. 2)ie abfoluten ©efdbwin^ 
bigfeiten in bem S3erüf)rungöpunfte finb für einen beliebigen Xu- 
genblicf: 

unb wenn man fie auf bie SSerüi^rungSebene, welctie fe^r wenig 
t)on ber ebene ber Kotationöaxe ioerfcl[)ieben ift, ^)roiicirt; fo l^at 
man; 
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T — sin h, unb r' "^T" sin ^ 



ober na^eju: 



T' 



^d^ ^ r.rdr*>' 



•, unb 



di ' di • 



£)cr SBtnfel, »eldf^en btefe Sanaentialfomponenten mtt etnan- 
ber btlbeti/ ijl ferner bem SBtnfel gleich, n>eld)en bie Ebenen 
ber bciben Slaber mit einanber bilben unb bfe ©efc^wmbtgfctt bed 
©leitenS, welche butä) bie britte Seite be§ au6 biefen beiben Jtom^ 
l)onenten fonftruirten 3>reiecfe6 auögebrücft wirb, tjl folglich: 



ir 



2Cber bie abfotuten ©efd^winbigfeiten finb febr wenig wn ben 
Slormalgefc^winbigfeitcn t)erf4)teben, weil bie JBerubrungSebene 
febr wenig t)on ber Sbenc ber 2)rebungSare t)erf4)ieben ijt, itnb 
ba bie 5Rormalgefcl)winbfgfeitcn einanber gleidjj fein muffen, wenn 
bie a5erül)rung ber 3abne jlatt finben foU; fo muffen oucb bie 
»irf(i4)en ©efcbwinbigfeiten mf)^\i einanber gleidt) fein. 9Ran 
fann ha^cx fefeen: 

d^ , da* 

dt dt ' 

unb ber t)or(>ergebenbe 2Cu6brucf t>erwanbelt fi<b mit^)in in fo^ 
genben : 

rd& ^ 

äBenn n, n^ bie %nia\)Ux\ ber 3abne ber beiben 9{äber bejeidbnen, 
fo l^at man: 

w'S' = w^, fo(glid) ^' = ^• 
£)ie ©efdj^winbigf eit be6 ©leitend wirb folglid() auögebrürft burc^; 



dl V 11» + n'« "" nn* ' 



£)a8 ber Steibuna entfpred^enbe 2(rbeit§element wirb erbalten, wenn 
man biefe ©efcpwinbtgleit mit fQdt multiplicirt^ wo f wieber 
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bai Sevl^Ältntf ber Sletbtmg ju bem 2)ru(te Q beietd(^net/ unb 
folglidS^ tpirb biefeö 2(r,betMelement auSgebrücft burd^: 



/^QmÄcfö \/^ + ;;^ 



2C08^ 



Da bct 2>ru(f Q tt)al()tenb ber ©auer bct a5eru|)rutt9 jweier 
Saline atö fonjiant betrad[)tet werben fann, fo integrirt man ben 
oor^er^el^enben 3Cu$bruc! in btefer SSorau^fe^ung. S>te )n>tf(^en 
ben betben Bahnen t)on bem 2CugenbItcfe an^ n>o i()re SSerul^rung 
in ber ebene ber 2)re()un96aren ffatt ftnbet, bi§ ju bem Äugen- 
blicfe/ wo ba^ erfie Siai ben SSSintel ^i befd[^rieben f)at, ftatt fin- 
benbe 9tetbung Fonfumirt alfo eine £luantit&t 2Crbeit, welche auS» 
gebrürft wirb burd^i : 



5 /-QmS.yjTJ 



2cosd 



®ie bem Slormalbrudfe Q wiljrenb berfelben 3eit entfpre* 
(benbe £luantität Htheit ijl gleicb Qr^i / unb wenn man' fte mit 
T bejeicbnet, fo wirb bie t>on ber Steibung fonfumirte £luantitit 
2Crbeit auSgebrticft burc^: 



r/«^xTv/^+-^ 



3C08C^ 



2Cber wenn man in bem Äugenblicfe/ wo bie SBerübrung mi^ 
[eben ben beiben betrachteten 3abnen auf^6rt, )wei anbere 3abne 
in ber gbene ber 2Cren ficb ju berühren anfangen, wie bie beiben 
erffen, fo ift n^i == 2iiv, unb bie ber Sleibunjf entfpredj^enbe 'Arbeit 
wirb folgticb auSgebrurft burcb: 



^f''\/-^+^- 



3eos(f 



2)a berfe(be 2(u§bru(f auf alle fuccefftt>en $aare t)on ä^bnen an« 
wenbbar*1ji, fo braucbt man, um bie ber JReibung entf^redbenbe 
2Crbeit für eine gegebene ©auer ber ^Bewegung ju erbalten, nur 
T aU bie bem 2)rucfe Q für biefelbe ©auer entfprecbenbe Arbeit 
JU betrachten, unb ba biefe Arbeit T wenig t)on ber auf baS Sfab 
übertragenen 3(rbeit t)erfcbieben ift; fo fann man bie eine für bie 
anbere nebmen, b. b- bie 3<))>fenreibung unberücfftcbtigt kffen. 

g8 fann gefcljeben, baß bie JBerübrung ber 3abne unter 
ber ßbene ber 2)rebungSaxen anfangt SBenn man alöbann für 
biefeö ©leiten benfelben Äoefficienten / nimmt, unb mit S, ben 
SBtnfet Uitiä)mt, welcben bie burcb ben S3erübrung$)>unft ge- 
benbe 9Reribianebene ^on bem 3(nfange bet iBerübrung an iii jtt 
bem 2(ugenbU(f e befcbreibt, wo ber fl3erübipun<)ft^un{t in bie (Sbem 
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ber ^tt^n^^axtn f^Qt; fo ^at man f&v bie berStetbung ber Iti* 
ben 2&^nt an einanber entfpre(l[)enbe Xtbeit ben 3(u<bru<f : 



^w/-Qr(*ii+»,«)\/J 



2co8cr 



Sir wollen ber Ätirje wegen 33 = a»i fefeen, fo tft: 

nSi(l + a) = 2w, 
T=QrS,(l+a), 

f otglid^ : 

»Qr»i>(l+a)»=27rT, 

unb wenn man btefe 9ieIattonen anwenbet; fo txifHt man f&v bie 
ber Sleibung entf))re(l(^enbe 2Crbett ben Studbrucf: 

welcl^er für «=1 ober S,=Si, b. 1^. wenn bie S5erull)runa ber 
Siii)nejn glcid&en SBinfclabjtanben unter unb über ber ebene 
ber S>relj)ung$are anf&nat unb au^bxt, ein SRinimum wirb/ 
unb tfi aföbann nur l^a(b fo gro^^ M wenn bie 93eru(^rung ber 
Saline ganj auf berfelben ®eite ber ebene ber 2)re$ungdaren 
ftatt ftnbet. 

SBenn bie 9ldber in berfelben ebene/ aber aufierf)alb einanber 
liegen/ wie biefeö 9ew5ll)nlid) ber galt ift; fo ifl d = 180*/ alfo 
cos5=— 1 unb ber »orf^ergelfjenbe 2(u6brurf rebucirt fld^ al^bann 
in bem S^lle beS SHarimumS/ b. t). f&r a = ober für 
a=oo auf: 



f^ii+h) 



Diefer lefete ÄuÄbrudf ffir ben üon ber flleibuna ber SJerjalbnuii« 
gen Ij^erru^renben SSerlujl an Arbeit wirb gewo^nlic^ angewanbt 
unb tü))xt t)on 9)oncelet l^er. 

9Benn ba§ eine 9iab innerl^alb be§ anbern liegt/ fo ift 
5=0/ folglidS) cos 3=1 unb ber 3Cu6brurf für bie bur4> bieSief* 
bung t)erlorne £luantitat Arbeit ge]()t aBbann in folgenbe über: 

10 
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befm fBnt^ offenbar i»tel Heiner ift, ali wenn ba$ eine Stai 
aufer^alb beS anbem liegt. 

SSenn bie Serja^nunaen neu ftnb^ fo htrut^rt fid) immer nur 
ein $aar t>on Sabnen^ obgleid^ bte Serjal^nungen fo eingerichtet 
ftnb/ ba^ jtd^^ iugleidf^ mehrere $aare oon 3alS^nen berühren tnup 
ten. 3n biefem gaöe bejeicbnen n, «' in ben i)orbergel^enben gor- 
mein nid^t mebr bie Xnjablen ber 3^bne ber St^ber^ fonbern bloS 
bie Xnjal^len oon Sibnen/ n>et(be ftcb mibi^^nb einer Umbrebung 
beräbi^^n. SBenn }. 93. bie Serubrungen immer nur um ben }n>ei' 
ten 3«bn fcitt ftnben, fo »erben bie toon ber JReibuna berrubren- 
ben Serlujte an Xrbeit ^txbopptlt, n>ei( jte im umgejfebrten SSer^ 
b^ltniffe ber Sablen n unb vf fleben, unb biefer äujlanb ber SSer- 
^abnun^ bauert fo lange fort/ bi$ bie einanber beräbrenben 3abne 
ourcb bie Steibung fo weit abgenu^t jtnb/ bap bie übrigen einam 
ber aucb erreid[)en unb auf einanber mirfen. ' & ifl alfo ber oon 
ben 9leibungen b^träbrenbe SSerluft an Arbeit bei ben fcbon einige 
Btit 0ebrau(bten Siibenoerfen nicbt bto6 beSbalb geringer / weil ^ 
fd^ bte äibne an einanber abgefcblif en ober ))olirt baben, fonbern ' 
weil atöbann ber Eingriff erft ein regelmafiiger wirb. 



SBered^ttng ber SReibung ftir bk fd^iefe ßbene unb ten 

Ml 

§. 63. 2tuf einer fcbiefen ebene (gig. 13) liege einÄeU, ober 
ein beliebiger anberer .ft&r^er/ welcber oerm&ge eine$ ®ewicbte$ P 
^^ l&ng^ biefer ebene b^tabjubewegen ftrebt/ w&bi^^nb eine bori- 
jontale £raft R benfelben aufwarte ju bewegen fud^^t. SSenn 
man bie Slormalfomponente ber ©umme ber SBiberjlinbe, welcbe 
bie fcbiefe ebene auf ben £eil ausübt mit N unb ba$ SSerb&ltnif 
ber SReibung ju bem 2)rudfe mit f bejeid()net; fo ift fti ber Äu6' 
brudf ber dttibnn^, unb für ba$ ®leid[)gewicbt beS «Retled mufl man 
jwifcben ben loerttfalen Komponenten ber t)erf£biebenen Ärdfte bie 
Slelation: 

P+/^Nsina — Ncosa = 0/ 
unb iwifd()en ben l^orijontalen itomponenten bie 9lelation: 

R — /Ncosa — Nsina=0 
l^abeu/ woraus folgt/ wenn man N eliminirt: 

-j P (sin a+ fco8 a) P (tang oe-{- f) 
11= —:: =— ; — . 

CO« a — f sin a 1 — ^tang a 

SBenn bie Araft R ben SttU bloS im ©leidj^gewicbte Italien 
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foH^ fo t>ertt>anbett jtdb ia^ 3cid[^ett ber Komponente /N in ba« 
entgegengefel^te/ unb man erhalt: 

P(tanga-n 
1+ftanga 

SBSenn man /'=tang9i fefet, fo lajfen ftc^ bie beiben tjorlder« 
^e^exiben gormein auf folgenbe gorm bringen : 

R=Ptang(a±9i), 

n>o jtd^ ba§ obere unb untere 3ei4)(n refp. auf ben gall bejiel^t/ 
wo K eine SSewegungS- ober SBiberjlanböfraft ijl. SBenn man 
ben SBcrtl^ t)on R im erffen unb jroeiten galle reft). mit R unb 
R'^ bejcid^net/ fo fucbt^ eine ber beiben Gräfte R, R' benÄeil auf^ 
wdrtö ju bewegen, wa^renb bie anbern bIo§ fein »^erabgleiten ju 
t)er]^inbern ftrebt, unb mm ^at jwifd^en biefen beiben Ärdften bie 
JRelotion: 

jj/_jj tang(a— y) 
'tang(a + ^) ' 

SSBenn a<^ ijl, fo ift ber SBertt) üon R' negativ, b. ^. 
in biefem galle muß man auf ben Äeit eine Äraft ausüben, wenn 
er ^ö) abwarte bewegen foH. 

eö fei BAD=9J (gig. 14) unbDAC = DAC' = a, fo tjer^^ 
l&alten fid^', wenn man MN fenfrecbt auf AB jiel)!/ t>xe Sangen 
MN, MN' wie bie Ärdfte R, R'. 

SBenn ftc^ über bem Äeile ein Ä6rper beftnbet, welc^jer auf 
benfelben eine SBirfung ausübt, aber ftcb nid)t mit fortbewegt/ 
wie ein jufammen ju brücfenber Ä6rper; fo finbet auf ber obern 
glad^e AB (gig. 15) beS Äeile§ eine Reibung ftatt. SBejeic^net 
P bie Äraft, mit weldj^er ber jufammen ju bruienbe &bxpex in 
normaler 9iid)tung gegen bie gtdd^e AB wirft; fo brücft f^V bie 
auf biefer gldc^e ftattftnbenbe SReibung an^, unb wenn man bie 
frü]()ernS5e5eic^nungen beibelS)dlt; fo finbet man auf biefelbe SBeife/ 
wie \>ox\)in: 

^ P [sin OL + (/*+•/*) cos a — ff' sin a] 

tl= — : 

cos a — fsm ol 

^ P[(l-r)tanga + r4-n 
1 — ^tanga 

55iefe gormel tdßt ftd^ auf ben gaU anwenben, wo bie itraft 
R JU einer ber beiben @eitenfldd)en beS Äeileö paxaUel ijl, unb 
für ben J)rucf P, welchen eine ju AB paxaUeU Äraft R auf ben 
jufammen ju br&^enben &oxpex audübt^ ergibt ftd^; barau^; 
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(l-r)tonfra+/+r' 

SSenn bje J(raft ben ^etl nur in feiner Sage ju erl^alten 
fud^te/ fo würbe baS 3etdS^en ber 9let6ung geanbert/ unb man 
^itte: 

H/ _ P [(i-r)tang«- r- /-^] 

l+^tanga 

Dlefe Äraft wirb negatit), wenn a<^ + 9J' ift, wo 9^' 
ben SBtnfel bejeic|)net/ beffen trigonometrifc^e SEangente /' ijl, b. 
ff. man muß biefe Äraft in einer ber urfprfinglictjen entgeaenge^ 
festen 9lidi>tung anbringen, um ben Äeil ^inwegnebmen ju f onnen. 
3wif(|>en ben Ärdften R unb R' ftnbet bie JRelation jlatt : 

• l+fUnngu • (l-/fO Umgu+f+r * 

SBir wollen nun annt\)mm, baf bie SlidS)tung ber JEraft R 
ben t>on ben beiben @eitenfldc|)en bed ^eile$ gebilbeten SSinfel in 
jwei gteiAe Zueilt tbeilt, fo ergibt fid^ leid&t, wenn 2ß biefen 
SBinfel unb P ben auf jebe ber beiben ©eitenlldd&en beö Äeife« 
ausgeübten SJormalbrucf bejeic^^net: 

R=2P(sin(S+/cos|J), 

unb folglid^ ijl ber ©rucf P, welchen jebe ©eitenfidd&e be« Äeile« 
auf bie dufiern «^inberniffe axx^&bt, wenn bie ^raft R nad^ ber 
9lic|)tung ber erwdl()nten «^albirungölinie wirft: 

1 ^ 

P = - 



2 'Binß+fcoaß ' 

SBenn man ben Äeil blo§ in feiner 8age erl^alten will, fo 
ergibt ftc^ bie baju erforberlidf)^ ^^<^ft B/, wenn man iai 3ei- 
d^en t)on f in baS entgegengefe^te t>erwanbelt: 

R'=:2P(sm^— /cos/J). 

3)iefe Äraft tji negatit), wenn ß<(p i^ unb atöbann wirb bie 
Äraft, weld()e erforberlidS^ ift, um ben Äeit lf)inwegnelS>men ju f6n' 
nen, auögebrfidft burdj): 

— 2P(sinß—fcoHß). 

3wifd()en ben ^rdften R unb R' i^at man bie dtelation: 
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Binß+fcosß ^' iangß+f' 

^tefe 9ted[)nungen ftnb auä) auf ben ^aU anromibat, n>o etn maf^ 
ftt>er Äe^el t>ermittelft eincö *^ebe(6 in einen ^oi)Un Jtegel ge« 
brüdPt wirb, n)eI4)er ftc^ um feine 2Cj:e breitet, wie bei 6in- unb 
2Cuöru(f ungen. e§ fei n ba§ ©ewidS^t beS maf(tt>en ÄegeW, ^ ber 
SBinfel, xoeUben bie ßrieuaungSlinie ber Segelfläche mit if)xn 
2Cre btibet/ R bie mmittetft be§ ^ebetö auf ben Stopf be6 maf>e 
iitjen Äegelö ausgeübte Äraft, /' ber Äoefficient ber äieibung be§ 
maffttocn ÄegeK auf feiner 2tre unb f ber Jtoefficient ber Slei« 
buna jn>ifc|)en beiben Sege(n ; fo ift bie auf ben ^o)>f bed Ste^M 
wirfli^ ausgeübte Äraft: 

R — f'U. 

^ie @umme ber t>on bem mafftt)en auf ben bolzten JCeael audae^ 
übten 9lormalbrucffrafte, welche bier biefelbe fRoUt ipitlt, toie 2P 
tn ber t)orbergelS^enben Z^eoxie, n)irb nacb bem iDbigen auögebr&dt 
burd^: 

sin ß + f coB /?' 

unb folglid^) bie gegenfeitige Sieibung ber beiben itegel: 

fCR-riT) 

smß-^-fcoaß 

aaSenn ber SBinfet ß felf^r Kein ifl, fo rebucirt ftd^ biefer fßett^ 
nalE^eju auf: 

R — /•' n. 

SBenn P bie ©ufnme ber 9iormalbrudffrdfte bejeici()net/ fo 
i)at man m^ bem eben ©efagten : 

Biaß+fcoaß ' 

folg«** 

R=/'^ n+P(sin^ +fcosß), 

9Benn man bie itraft R^ i)aben toiU, tt>el6:)e erforbert toiti, um 
ben mafjtoen Äegel juruijujieben , fo mufi man in biefer legten 
gormet jugleidS^ bie äeic^en t)on R, f^ unb f \>zxhnUxn, »oburdli 
man nt)iUi 
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R' = /•' n + p (/-cos ?— 8in ^ , 
»nb folglich mm man P «limintTt \ 

B'=^-n+(B-/.n,.;-S|=^. 

Da man in ben gen)6l()nltd(^en Saßen/ ben mafftt>en ^eae( 
)iohf)tent> betSlotation^beweguna be6 ()o^len £egel6 in le^tern fc^teot/ 
unb bie ©cfc^jwinbigfeit bc$ pol)ten ÄegcB weit großer iji, al$ 
bie beS maffiDen; fo folgt, baß bie gegenfeitige SJeibung ber bet^ 
ben Äegel in einer nal)eju auf ber 9li4)tung ber Äraft R-/'!! 
fenfredE^ten Sbene {iatt finbet/ unb folglich ber ^om:ponente P sin ß 
beS SWormalbrucfeö nicl^t me^r ju ^ulfe fommt, fo baß man ate- 
bann ba§ ©lieb f cos ß in bem ylenner be§ 2Cuöbru(fe6 \>on P 
l^inweglaffen {ann, woburd^ man ndi)eix\ erl^dlt: 



unb; 



sin ß 



' Bin ß 



®ttohf)nii(i) mad^t man n>enigjiend s\nß = i^, unb menn man 
für gewftl^nlid^e galle f = 0,28 nimmt; fo er^dtt man für bie 
Sieibung ber beiben iCeget an einanber: 

/P = 5,60(R— /"'H). 

SBenn man ben maf[tt>en Aegel auS bem ^o\)ien 5ur]!tdF)iel()t/ fo 
toixlt bie Sleibung nad) ber Sangenric^tung, unb man l^at wie 
weiter oben: 



R'=/''n+P(/cos^— sin^) 



ober, wenn man für P feinen jefeigen SBert^ ^^'^ fefet: 
R'=rn+(R-/''n)(^^-l). 

SReibung ber breifantigen @d[)taube- 

§. 64. ©ie Sleibung in bem ©eroinbe ber breifantigen ©di^raube 
Ueße \id) n&l^erung^weife mit «^ulfe einer gewtffen Analogie mit 



1 
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einem itotf^en jwei geneioten Sbenen beftnbltcl^en J(eKe bered|>nen; 
aOetn e6 t|i genauer/ bte Slecbnung bireft an}ujle(Ien. 

SSStr YDoUen bte Sldcbe be$ (Scbraubengan^e^ ober ®ei9tnbed 
auf eine einzige mittlere @cbraubenltme rebuctrt annebmen/ bte 
©dbraubenare fei t)ertif at, unb wir rootten annebmen, baß auf baÄ 
@9flem bie folgenben brei Ärdfte wirfen : 1) jtpei gletcbe unb ent« 
gegengefel^te Gräfte R/ welche an ben @nben eine$ bon)onta(en 

ttbeU mtUn unb bie Schraube brebenb ju b^ben fucben; 2) eine 
taft P, wetcbc in oertifaler Sticbtung t)on oben nacb unten auf 
ben Äo^)f ber ©cbraube wirft unb ben SBiberjianb bilbet, unb 3) 
bie Sruäfrifte/ n)el(be bie @cbraubenmutter in normaler Stieb- 
titna auf bie %lad)e be§ @cbraubengen>inbed ausübt, fo wie bie 
Steibungen auf biefer Slddbe/ welcbe nacb tangentialen Slicbtungen 
an ber mittlem @cbraubenlinie wirfen. SBir »ollen mit Q bie 
®umme ber 9{ormalbrucf(rdfte auf ba6 @(braubengen>inbe beseicb"" 
nen, fo ift /Q bie Summe ber SJangentialreibungen , welcbe, wie 
n>ir fogleicb feben werben/ pUx in SSetracbt gebogen werben m&f^ 
fen, obglei^ fte nacb t)erf(biebenen JRicbtungen wirfeu/ weil fte mit 
ber Hxt ber ©cbraube alle biefelben SBinfel bilben, unb worauf 
fte ^rojicirt werben muffen/ ober nacb welcber man ibre iEom))o« 
nente nebmen mufi. e§ bejeicbne a ben SWeigungöwinfel ber 
@(jbraubenlinie gegen bie «^ortjontalebene unb ß ben Sßinfel/ wel- 
chen bie 6rjeugung6linie ber ^cbraubenfldcbe mit berfelben (Sbene 
bilbet 2)er auf bie ©d&raubenfldcbe ausgeübte 2)rucf wirft nacb 
ber Slid^tung ber 9lormale/ b. b- nacb ber 0licbtung einer geraben 
Sinie/ welcbe jugleicb auf ber @cbraubenlinie unb auf ber üntu- 
gungdlinie ber @cbraubenfldcbe fenfrecbt ift. Um ben Sßinfel ren« 
nen ju lernen/ welcben biefe 5Rormale mit ber oertifalen 3(re ber 
©cbraube bilbet/ wollen wir fte auf brei recbtwinflige 2Cren bejie^ 
ben, wot)on bie eine, ndmlid^ bie 2Cre ber z mit ber 3tre ber 
Schraube jufammenfdat/ wdbrenb bie 3fre ber x burdj) ben ?)unft 
ber ©cbraubenfldcbe gebt/ worin bie betracbtete iWormale erricbtet 
ifr Sie Äoftnuö ber SBinfel/ welcbe bie erjeugungdlinie ber 
©dbraubenflidcbe mit ben Äoorbinatenayen ber x, y, z bilbet/ ftnb 
aldbann: 

cos^ = a/ = 6, sin^=c 

unb bie ^offnuS ber SBinfel/ weldbe biefelben 2Cren mit ber %an^ 
gente an ber @cbraubenlinie in biefem in ber Sbene ber zx Ixts 
genben 9)unfte bilben, ftnb: 

= o'/ cosa = fr'/ 8ina = c^. 

aßenn aber eine gerabeSinie auf jt^ei anberen jugleidb fenfredj)t x% 
welcbe mit ben Äoorbinatenayen SBinfel bilben, beren Äoftnu« 
a, h, c unb a', b% & ftnb; fo bilbet fte mit benfelbenXyenSBin* 
fei, beren Äoftnu« refp. au8gebrucf t werben burcb : 
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oC ""00 

ca* — ac' 

r(«V— 6a')^+(c«'-«c')»+(&c'— c60^ ' 
_^^^^^^^— W^^^^^ 

©te Slcrmalc btlbet alfo mit bet Äjre ber y einen SBinfel, beffen 
Äoffnu« burd^: 

f^Co8*a+cos»^8in*a' |^ l+tang»aco8*/? ' 

unb mit ber Tfye bet z einen SBinfet, beffen Äcftnuö burd^: 

cos ß 

Y l + tang*acw«^ 

auögebrü(ft wirb. Die JReibung auf ber ©c^raubenfldc^e, weld&e 
nad^ ber Slid^tung ber SEangente an ber ©dt^raubenlinie wirft, 
biütt mit ber 3Cre ber ®d)xaubt ober mit ber Tixt ber z einen 
SBinfel, beffen Äofinuö = sin a ift. 

3um ®teidf)gewid^te fAmmtlidS^er auf bie Schraube wirfenbet 
Ärifte wirb unter anbern Sebingungen audb bie erforbert, baf 
bte (Summe ber Komponenten nad) ber SSertüale ShiU fei, wtU 
dbeö gibt: 

aWr woKen nun bie SRomente in IBejiebung auf bie Zxe ber z 
ne^^men. SSäenn x, y, % bie Äoorbinaten eine« ?)unfte§ ftnb, auf 
weld[)en eine Kraft F wirft, bie mit ben Koorbinatenaicen bie 
SBinfel X, ^i, v bilbet; fo ijl ba6 3Roment biefer Äraft in »e^ 
jiel()ung auf bie Äjre ber z: 

F(a:cosft — ycosX) 
unb für ben Slormalbrucf Q 1^at man: 

cos ff lang« 

SBenn ber 5(ngrtpj)Uttft ber Kraft Q auf ber 2Cre ber x in ber 
(fntfernung r \)om 2tnfangSpunfte liegt, fo ijl y=0, ar=r itnb 
ba« 3Roment »on Q ift folglich: 
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Qr co8/gtang« 

SSenn man annimmt/ baf bie an jebem (Snbe be$ «^ebeld toir^ 
fcnbe Äraft R aucl() um bie gdnge r t)on ber 2(i:e ber ©ertaube 
entfernt x% fo ijl bie ©(eid^ung ber üRomente, wenn man ben ge« 
mcinfd^aftUc^en gaftor r IS)intt)e9ld|lt: 

Qlimmxt tt^an Q jwifdSjen ben ©(eic^ungen (1) unb (2), fo 
ftnbet man: 

2^ _ p cos ß tang g 4-/'c0S « Ki + tang^ « cos^ /? /gx 

cos ß — /"sin a f^l+tang'acos«^ 

®icfeS ijl bie JRetation jwifc^en ber auf ben Äo^)f ber &d)xaube 
toirfcnben Äraft P unb ber an jebem @nbe be§ 2!)re^ungöl&ebeK 
ber (Bd)xanU wirfenben Äraft R, wo biefe ^raft R auf bie ber 
mittlem ©d^raubentinie, worauf bie Steibung wirfenb angenom^ 
men werben fann, entfpredS)enbe Entfernung oon ber 2Cre ber 
©ct^raube bejogen ift. 2)iefe gormel gibt bie für bie Schraube mit 
»ierfantigem ©ewinbe ober für benÄeil auf ber fdfjiefen Sbene 
wieber (§. 63), wenn man barin ß = fefet} benn aWbann \)at 
man: 



1 —f lang a 



JEBenn bie fStäbm^ Slutt wdre, fo ^ttt ber SBinfel ß auf bie 
Äraft R feinen ginfluß mebr; benn fel^t man in ber aHgemeinen 
gormel/=0, fo fi'nbet man: 

2R= P tang a. 

SBenn ber SBSinfel ß febr groß wirb, fo wirb bie Äraft R tUn^ 
faW febr betrdcbtlicb/ weil ber SWenner ibreö 3(u§brudfe8 febr flete 
wirb, unb bie SBertbe t>on ß, a, fVonncn fo befcbaffen fein, ba§ 
R unenblicb groß wirb, b. b- baß bie ©cbraube nicbt bewegt wer^ 
ben fann, wie groß bie S3ewegung§fraft R and) fein mag. 

SSenn man bur(b bie S3eweaung ber ©cbraube t)ermittetft ber 
Mtifte R nicbt mebr ben SBiberjtanb P überwinben wiU, fonbem 
wenn man biefe Ärdfte R in entgegengefefetem Sinne wirfen ia^t, 
um bie ©cbraube in ber JRicbtung ber Jtraft P nieberwdrtö ju ht^ 
wegttt*, fo ftnb R, P aSewegung^frdfte unb nur bie Sleibung iji eine 
SBibertlanb«fraft. Sn biefem ^«Ue mn^ man in ben oorbergefyrn» 
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ben 8formdtt ba8 äeic^en von f unb R tjerinbcm, unb wenn man 
ol6bann bie 3etd|)en beiber Sl^etle ber ®lei(t)ung in bie entgegen- 
gefegten ücrwonbett; fo tx\jhXi man: 

2n_p /^cos g K^l +tang^a co8»^— cos ^ tang« 
cos ^ + /^sin a K"l + tang*a co8»/9 

SEBenn ber SBtnW ^ fe^r Hein ip, fo fann man cosi3=l \xxi\>i 

nehmen, njoburdf) man bie befannte gormel: 

OB — P f-^%^ 
2R-P. i+^^„g«/ 

für bie Dierfantige @d()raube erbilt. 

SBenn bagegen ber SBinfel ^ fel^^r groß ijl, fo wirb cos./3 fel^r 
Kein/ unb wenn man cos^ tanga gegen /'cosa t>ernad^lif|tgen 
fann; fo erl[)dlt man: 

^cosa 



I 



2R = P ',,, ■ , 
unb man ftel[)t, baß in biefem gaKe bie Äraft R mit f junimmt 

SBerec^nung ber SRetbung in ber ©d^raube ol^ne (Bt\bt 

§. 65. 3n ber ©c^raube obne Snbe befcbreiben bie 
|>unfte berScbraube unb beö 3abne§ be6 9iabe«, xoel(i)t einanber 
berubren, Greife, bie in auf einanber fenf rechten ßbenen liegen, 
unb bie SBBinfelgefcbwinbigfeiten muffen fo befd^affen fein, baß bie 
nacb ber gemeinfdS^aftlicben SRormale auf ben einanber berübrenben , 
gldcben jerlegten tt>irftid()en ©cfcbwinbic^eiten einanber gleid^ ftnb. | 
2)ie eine 85erubrung6flad[)e ijl bie be^ ®cl()raubengen)inbe§ unb bie , 
Normale berfelben bilbet mit ber Äye ber ©dj^raube einen SBinfel | 

a, bejfen Slangente = ^ ijl, wo h bie ^h\)e beö ©d^rauj^ j 

bengangeS ober bie @d[)raubenweite unb r ben loon ber 
Xre oer ©d^raube nad) bem SSerubrungdpunfte gebenben Stabiu^ I 
bejeidS)net. SBenn « bie JRotationögefd^winbigfeit ber ©dS^raube 
bejeid^net, fo ijl r© bie wirf lid^e ®ej(d()winbigf eit be6 ber (Si)tauU 
angeb6renben SSerül^rungd^ ober 9leibung$))unfted unb bie wirt^ 
li4)e ®efd|>winbigfeit beö S5ertibtung6»)unfte§ besaiabeö ift =r^&\ 
wo r^ ben nad^ bem fi3eräl^rung6)>untte gel^enben 9labiuö unb «' 
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bie 9Binfelgef(|»i9inbigIett bed Stabed bejeid^net. Da bte itom)>D9' 
nenten biefer betben ©efc^^minbigfetten nac^ ber Stormate ber 
(Sc^raubenfläd^e einanber gUid^ fetn mAffen/ fo l^at man: 

r© sin a = r'ö' cos a 

unb bte ®ef(|^n>tnbtgtett bed ® leitend, n)el(i()e bte StefuUante aui 
ben auf einanber fenlrec^ten ©efc^winbigfeiten rw, unb r'©' fein 
mufl, ift folglid^ gleich : 

ober: 



SBBenn P ben 9lormaIbru(f in bem S3erulS)rung$puntte be^etc^net/ 
fo ijl bie JReibuna —fP, unb wenn R bie in ber ßntfernung be« 
mittlem @4>raubenfaben6 t>on ber 2Cre ber (Schraube auf biefe 
toirfenbe Äraft bejeidj^net; fo l&at man bie befannte JRelation: 

R=Psina+/'Pcosa, 

folglid^ : 

P = 5 . 

sina+Z'cosa 

2)ie burd^ bie 9ieibung fonfumirte i&uantitdt 2Crbeit mirb burc^^ 
baö Sntegrat: 



ober: 



/' 



f 



ffircodi 



cos a (sin a-f" f^^^ <^T 



auSgebrficft SBenn T bie in einer gewijfen ^tit auf bie Schraube 
übertragene Arbeit bejeid)net, fo Ij^at man: 

T=fRrG)dt, 

unb wenn T^ bie burdS) bie Sleibung fonfumirte j&uantitit 2(rbeit 
bejeid^net/ fo l^at man: 
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T,= , ü- 



2-siii2a-|-/'cos*a 

tooraud man fte^t, baf ber Tttheit^^exluft nal^eju =T tjl^ wenn 
ber SBSinfel a \e\)T tizirt wirb, fo bafi von bcr auf blc 
®d[)raube übertragenen Arbeit nur eine fe|r geringe £lnantttat 
auf baS 9lab übertragen unb ber grofite 3:^ei( burd^ bte SReibung 
fonfumirt wirb. 

äBei ber Ableitung biefer gormel ^aben wir angenommen, 
bag ber SBerul^rungöpunf t eine folc^e Sage l^at, baf bie ®efc^wtn= 
bigfeit beö 8?abe6 naf)eju ju ber Are ber ®d)xaube paraKef ift: aber 
wenn fte bagegen etwaS geneigt wäre, fo erhielte man für bte 
®efd)winbig!eit beS ©leitenS in bem ©inne be6 ^albmefferS beS 
Slabed tin ®lieb mebr, totld)e Komponente wir in ben obigen 
Sted^nungen unberucfjtd(^tigt getaffen ^aben. 

SBir woHen nun annehmen, baß ber SBinfet, welchen bie @e^ 
fdj^winbigfeit beö bem Slabe angel&6rigen S5eruJ)rungSpunfteS mit 
ber 2C)re ber ©df^raube bitbet, in Sie^nung gebradj^t werben fott. 
66 bejeic|)ne S' biefen SBinf el, r' bcn nad^ bem SSerulf^rungSpunfte 
ael)enben Slabiug, d' ben ju gleidber Seit oon ber ©dj^raube be^ 
TOriebenen SBinfel unb r ben nad& bem S3erül^rungSipunfte ber 
Schraube ge^enben JRabiuS ; fo l&aben wir, ba bie SWormalgefctiwin' 
bigfeiten auf ber ©dS)raubenfIdd[)e einanber ^Uiö) fein muffen : 

dÄ.rsina=r'dS'.cos^'.cosa. (A) 

©ie ®ef4!Winbigfeit beS ©leitenö iji aber: 

ober: 



= rc» ^1 + tang^a.^-^ 



gerner fann man 1+»'* für ^^^t fefeen, unb aWbann l^at 
man: 

aber ba: 

1+tang' a>10»'nang'a 
ifl, fo fann man ^tt bie 9)oncelet'fcl&e SEran^formation anwem 
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t>tn *) wel«e riT^= i + ^ M§ ouf ^ genau sibt, mimdf 
man ttf^hUt 

rd». [nTTSF« (l + 2öf^=)] . 
ober menn man ben IBntc^ ^ aUgemein mit ß betetd^net: 



cosa 



(l + <5S'sina). 



Sntegtirt man bic ©leid^ung (A), fo tx\}hXt man: 

rS sin a zrr' sin Ä cosa, ober rStanga = r'y, 
forgKd^ : 

^'=;7 tanga, 

unb tt>enn man btefen SBertb in ben 3(u6bru(f ber ©efc^winbigfeit 
be8 ©leitend fubjlituirt, fo ^at man: 

0-;;;;^+ ^d»;rtang^a. 

^iernadj) finbct man, wenn man ben 2Cu8brucf für ba« Arbeitt« 
element integrirt: 



(sina+^cosot) co«a ' ^ (sin a+^C03 a) * 2r' """'o 

unb ba: 

' r' ' n 

ift, »0 w bie Ttnjal^l ber 3ilS)ne beö 9Jabe6 bejeic^net, fo zx^iXt 
man enblid^ für ben 3Cu6brucf ber t)erlorenen £luantit4t JCrbeit: 



COS OL («in a + fcos a) sin a + ^cos a 



"*) 9oncelet'd ßebrl^ud^ ber ^Cnmrnbuna ber ^edbantl auf 9)taf4tnen. 
»b. 1. Seite 283 bi« 296. ^ 
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©teifigfeit ber @eile- 

§. 66. ÜJfan f)at gefunbcn/ baß eine gewiffe Arbeit crforber^ 
lic^ in, um ein @etl um eine SBeUe ju (eoen ober äber|)au^t in 
eine frumme ginie ju biegen, wibrenb bie Arbeit, weldbe jum Ab- 
n>i(feln ober ©erabemacben beö @ei(ed erforbert mirb, unmerl^ 
(icb iji. 

Um eine Singe t>on 1 ÜReter t)on einem @eile t>on bem S^urc^^: 
meffer d auf eine Sßelle ober Stolle loon bem «^albmeffer R ju 
widPeln, wirb eine jQuantitdt. Arbeit erforbert, welcbe ber &vbfe: 

proportional ijl, wo P bie äugfraft bejeicbnet, weldbe auf ber 
(Seite be« ÄufwicfelnS ober Xitflegenö be6 (Seilet an bemfefben 
wirft; b. b* ^^ niuß auf biefer @eite unabb^ngig t)on anbernttm- 
fidnben eine äugiraft au bem @eile wirlen, xoz\6)^ au^gebrucft 
wirb burcb: 

P+f*(a+6P), 

wo bie Äoefficienten a, b burcb SBeobacbtungen bejlimmt werben 
muffen. SRan b^t biefe Formeln Vxf> }u Spannungen toon 500 
Kilogrammen t^erificirt. gür nodf) etwaö neue ©eile ift ber (Sr- 
ponent ft=:130 unb für alte ©eile = 1,40. ÜRan fann benfelben 
gew6bnlicb = 1,70 nebmen, unb für ein ©eil loon 0"»,02 im ©urcb- 
meffer \)at man: 

ad^^» = 0,1112, 6d»,^« = 0,00487. 

gür ein getbeerteS ©eil t)on 30 gifeen unb 0",023 im 2)urcb- 
meffer ijl: 

ad^=0,1748, 6d^=0,00627. 

Sür getbeerte ©eile berecbnet man bie Äoefftcienten ad^, 6cff* 
nicbt nadS^ bem Surcbmeffer, fonbern nacb biefen legten äablen 
unb uai) SSerbaltniß ber TCnjabl ber Sigen, woraud bad ©eil 
beflebt. 

@$ ij} eine Siubejeit t)on 5 bis 6 SRinuten erforberltcf^, bamit 
ba§ ©eil benfelben äBiberflanb b5n>orbringt für bie 93iegung unb 
feinen grißern SBiberftanb für eine JBiegung in entgegengefefttem 
©inne annimmt, wie biefeö b^ufi'S gefcbiebt. 

Sßenn über eine Stolle ober äßelle i^on bem «öalbmeffer R 
mit 3apfen t)on bem «^albmeffer r ein ©eil gelegt if^ woran eine 
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93en>egung&fraft P unb eine SBtberftanbSfraft Pi xoixtm, fo f)at 
man, wenn /"ben Äoefftctenten ber Söpfenreibung bejeic^net: 

PR=P,R+(P+P,)f^ +(a+bP,)d/^, 
worauf folgt, wenn man-p==L= = ^/ f^^t: 

, ''(■-^g)-T 

SBenn alfo T ble auf ber einen Seite beö ©eile« wirtenbe 
fi3en>eaungSarbeit i\t, unb k bie «^ol^e bejeic^net, um n)e(cbe {td[^ 
ieber |)unft be6 ©eileS auf biefer ©eite niebern)5rt§ bewegt ^at^ 
fo wirb bie an bem anbern ßnbe be§ ©eileS wirfenbe SBiberftanbö« 
axUit auögebrucft burc^: 



tO-/'f)-^» 



i+r 



r 



bdfjL 



R ' R 



unb ber SSerluft an Tfrbeit i|l ba^er «einer, je 9r6fer bie Äraft 
P ift. 

ein ©eil muß mit feinem grofiern ©ewic^te, al§ 40 Äilogr. 
für bie gifee, ober ungefill^r 3,000,000 *^ilogr., ober 300 d» äu 
logrammen, je nadf^bem ber^ ©urdS^meffer d bejfelben in 3Retern 
ober in Sentimetern auögebricft ift, belajlet werben. 

gßenn man ber Äürje wegen fefet: 

= a unb r- = P/ 



fo ^at man: 

P,=aP-^. 

SBcnn man eine 9lei^e ll^vXxd^tt Stollen i^htti, fo ftnbet man: 

P, = aP,-^, 
etc./ 
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©te übertragene TLxUit Um alfo julefet Kuß »erben, »aS ftatt 
finben würbe, wenn man a»P (1—«)=^ (1-«")/ folgli^^: 



log 
n = — 



[pü^+i] 



log« 

'sBmn j. «. R=040/ r=0,007, rf=0,02, /=0,15, 
folgli* f'=0,U ift, fo M «n«n na^eju: 

^=1,112, ^ = 0,048, 

a=0,93, ^=1/05. 

Xtfo: 

P, =0,93 P— 1^05, 

unb ffir 8 SloHen l^Stte man: 

P8=0^95P-6k,54. 

gBennR=0,15, r=0,01/ <i=0,04 unb ba« @e« »ieb« 
ein unget^eerte« ift; fo braucht man bie »or^erge^enben SSSett^e 

tton ^ , ¥ nur mit 2'-8« X }? = 2,32 na^eju su multi»)K» 

ciren, woburd(^ man erlS^dlt: 



^=2,580, ^=0,111, 



r 



folglich t 
mithin : 



f - =0,0093, 
a=0,88 unb ^=2,30, 



r" 
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Pi=0^P-2*^ 
«nb fix 8 aioa«t : 

P8=0^7P— 8k,23. 

»ei Jlaft^enjfigen mixt t>le ®ibwP«nb«fraft Q nicht = «P, 
fonbcm: 

Q-^i+P»+P.....4-P«. 
unl> »penn man für P„ Pj, etc. iJ)re ^txtfyt fe|t: 

y = i^« ~TZZ TTZ + r-1 



l—a. 1 — « I — ot * 1 — a ' 

l—a l—a l (l—a) J 

%ux einen glafdjenjug t)on 8 JRoUen, wie bie in bem erften 
Dorfetrgel^enben JBcifj)ieIe ^atte man: 

Q=5;80P — 35^57, jlatt Q=8P, 

unb für SloUen, wie bie im jweitcn JBeifpiele: 

Q=3,I5P — 92^97, flatt Q^SP. 

SBenn man ein @eil jur Uebertragung ber 93en>egung efNff 
2BeUe auf eine anbere anwenbet, fc mu^ bie Spannung auf ber 
@eite, tt)o fte am ffeinjlen ijt, bert t^ierten 5i:i)eil bet burd) bie ju 
ubertragenbe %xMt beflimmten Äraft betragen. SBenn alfo R', 
R" bie »g)albmeffer ber beiben 9?dber, ©', fd" i\)xt SSBinfelgefd^min- 
bigWten unb T bie ber erften SS3eUe mit9etf)eilte Quantität Är^ 
betr hejeid^ttett ; fo wirb ber r>m ber ©tetfigfeit beS Seile« l^er« 
rül^renbe SScrtuft an Arbeit auSgebrücft burct): 

"'«'[^(«+s)+^(''+^.)]- 

Senn man ben t)on ber ©Hei^gfeit bed Seilet unb t)on ben fRd^ 
bungen an ben 2£ren ^errul)renben ä^otaberlujl an Arbeit mit bem 
^xiUi6)en mU, we(d)er fiatt fanbt/ wenn )ur Uebertragupg ber 
i&ewegmig }Y9ifdi)en )wei in berfelben Sbene liegenben j^ri^onta« 
len SBSeUen ein Sa^nrdberwerf angewanbt würbe ; fo mn^ nian ya 
^m wt^c9i,ti)tnben 2CudbrU(te Mä) ben ]f)ia4ttfiigni ^ wnUf^r ktn 

11 
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tuxif bie Steibun^en auf ben beiben Tixtn entfpxed)tnUn SSerluft 
auftbräctt/ unb bie ©umme mit bcm Äuöbrucfe t)er9letcl&en , toeU 
c^er ben analooen SSertufi an 3Crbett fär ba$ 9täbem>ert audbrucf t. 
IBet ber 7(nn>enbung beS @et(e6 l^at man jundcl^fi für bie 
Sleibunaen/ wenn bie 3apfen ber beiben SBeKen einanber t)6l[tg 
gteid^ jtnb unb einen »g^albmeffer p l;aben, unb n*, w" bie ©e- 
tot^^te ber beiben Sßellen beseid^nen: 



-vfev'(-+^)"+a„^)' 



+»"Ffe\/(-+„-^)'+(i^.y- 

n)o R ber StabiuS für ben $un(t, auf xt>tldi)tn bie 93en)egung$' 
fraft ber erjlen SBeUe unb R'" ber JRabiuö für ben ?)unft ifl/ 
worin bie SBiberfianbSfraft ber jweiten SBette wirft fflJenn ba- 
gegen eine SSerja^nung angewanbt wirb/ fo l[)at man: 

SBenn bie ©eile »ertifal ftnb ober bie 9idber ubereinanber 
liegen, fo iS^at man für ben Don ben SReibungen ber mx äapfen, 
welche gegen bie JRdber eine f9mmetrifcl{)e Rage ^aben, l^erruj^ren- 
ben SBerlujl an Arbeit: 

fp r , , T , 3T ,, . TR" -| 

ober: 

fp r , /. 1 3T , T , TR" 1 
'*FT^r~'' +;yR^+^ + ;:^Rl^J' 

T TR" 

ober wenn Tr^grißer ifi, alS bie ©umme ber Ärafte ^^ / ^-if[if^i*^ 

A> r T TR" n 

''ri^r'+^''+^-;yR^J- 

SloUenbe Steibung. 

§. 67. SBenn bie SWaterialten, worauf bie einanber beru^* 
renben Mxpex befielen/ ni4)t febr fejl ober l^art jtnb, fo finbet bei 
bem Uebereinanber^inroaen biefer Mxptx ein «erluji an 2Crbett 
ftatt^ welcl^er Don ber Sufammenbrfirfung in bem IBer&l^rung^' 
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Vrntfte i)etxu^xt, unb c6 gibt giUe, wo man Wefe rodenbe 
SÜcibung mc()t unberürfftclf)ti3t laffen barf. 

Sßir woQen un6 einen ßplinber A (^tg. 16) tenUn, noeldber 
auf einer t)orijontalen ßbene fortrollt unb auf biefelbe einen fo 
tlarfen X)xud ausübt/ baf fte an ber äSerubrungSftelle B etioa^ 
jufammengebrücft wirb; fo muß offenbar ber JBeroeger eine ge- 
wiffe Arbeit anwenben, um biefe Sufammenbrfidung fucceffioe tn 
allen SSerül^rungöpunften ju bewirfen. SBir wollen annebmen, 
baß bie Äraft be§ iSBeroegerö eine an ber 2Cre be§ S^linberö am 
gebrachte bo^ij^ntale äuafraft fei, fo fonnen mir unö üorftellen, 
baß auf ben ßplinber roabrenb feiner SSeweguna eine SSSiberffanbö^ 
fraft t)on unten nacb oben, ober üon C nad) D nacb ber geraben 
ginie CD wirft, bie üon einem ttxva^ t)or bem tieften ?)unfte 
be§ ßinbru(fe§ liegenben 9)unfte in geringer Entfernung oor ber 
tÄre be§ Splinberö binburcbgebt. ©elbft wenn bie Ebene B a\\^ 
einer fel)r elaftifcben ©ubftanj befianbe unb xiad) bem 3!)urc^gange 
be§ ßplinberö ibre urfprunglicbe gorm wieber annähme, fo würbe 
toä) ein SSerluji an Tlrbeit ftatt finben, wie bie Erfabrung lebrt; 
unb tt>a^ man ftd) er!(dren fann, wenn man bemerf t, baß bie bitt= 
ter bem ßplinber burcb bie SBiebererbebung ber SSertiefung ber 
©bene entftebenbe geringe bewcgenbe Äraft nur bann eine äSewe« 
gungSarbeit b^ttjorbringen tonnte, welche ber oor bem Gplinber 
bur^ bie 3ufammenbrucfung fonfumirten 3(rbeit gteicb wäre, wenn 
bie im 3nnern ber ÜRaffe bervorgerufenen 6rfd)ütternngen nad^ 
bem SBorubergange be§ 6t)linber§ t)oIlig aufgeb6rt batten, waö 
nicbt ^att finben !ann, weil ftcb biefc Erfcbutterungen fortpflanjen. 

25ie rollenbe JReibung ift für barte fWetalle unb »f)6ljer nur 
febr gering unb wirb befto betracbtlicber, je fleiner ber iBurcbmef- 
fer be§ ßtilinber^ ift, xoa^ man ficb Uid)t er!liren fann, wenn 
man bemerft, baß ber Sinbrutf burcb ben ßplinber an ber S5erub- 
rungäftelle mit ber Ebene um fo merflicber ttirb, je fleiner ber 
2)urd)mefrer be^ Eplinberö ijt, unb baß folglicb barau^ anA für 
eine gewiffe auf ber Ebene burcbtaufene gange jule^t eine größere 
Äonfumtion an 2trbeit entf^ringt. Sn ben gebrbü4)ern ber pxah 
tifcben 9SRed)anif finbet man bie wicbtigften Erfabrungörefultate 
über bie SSeftimmung ber rollenben ^Reibung *). 



35urc^ bm @to^ betutfad^te »ethifle an iTrbeit 

§. 68. 2)ie jweite Aufgabe biefer Hxt, weldbe man bei pxah 
tifdben Änwenbungen ju l6fen l)at, bejiebt ficb aufben©toß 
zweier 9lotation6fv)fteme, wot)on audb aB^ befonberer %aU baö eine 
jtatt ber breb^nben ^Bewegung eine fortrürfenbe b^ben fann, unb 



♦) ^oncclct'g Sebrbucb ber ^Cnmenbun^ htx SRe<l)ömf auf SRafd^inei 
§. Id3 unb foldd. 
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ti fann ). S. Dorfommeii/ baS man bie Vrbeitdt>etlu{le ju befiim= 
tntn ^at, welche burc^ ben @to§ beS «^ebebaumend etneS Stabe! 
ober einer SeQe gegen bie ^ebelatte eined baburdf^ )u ben>egenben 

tammer^ ober ©tampferö oerurfac^t werben. Um ben burc|) ben 
log )n>eier Stotation^fpfleme oerurfac^ten SSerlufi an 2Crbett jtt 
beretbnen, mug man eine SorauSfe^ung mad^en/ unter roti^tt 
biefer SSerluff ben grigten SBertb httommt, unb n)e((^e mit xvei- 
ttx {einem 9la(^tt)ei(e oerbunben tjl/ n>a^renb man bie entgeaenge- 

äengefe(ste S3orau$fe<)ung niij^t unbebingt »urbe maci)en fönnen. 
>iefe SBorau^fe^ung be^e^t barin / baß man bie }ufammenfioflen= 
ben£6rper atö unela{lif((^ betrachtet/ fo baß fte nac^ bem ©toße 
mit einanber in Seru^rung bleiben. 9San befKmmt alfo um xoit 
oie( bie lebenbige £raft in bem 2Cugenbli(fe oerminbert x% n>o hU 
beiben £6rper einanber berul[)ren/ ftc^ mie }n>ei @9Jieme oon un- 
oerdnberlic^er Sorm mit einanber fortbewegen unb gen>iffermaßen 
nur eine Stafd^ine bilben. & feien: 

* Oi/ o bie S3intelgef(^winbig{eiten ber S)aumenmeQe oor unb 

nac^ bem Stoße, 
&^', q' biefetben ©efd^minbigfeiten fär bie «^ammenoeae, 
fi, R' bie oon ben Slotation^aren nac^ bem ©erul^rung^ipunftc 

gejogenen JRabien, 
S, ^' bie SBinfct, wetc^^e biefclben mit ber S5crü]f)rungöcbene 

in bem SBerül^rungSpunfte ber beiben ©pfteme bilben, 
p, p' bie ^albmefTer ber 3apfen beiber SBellen, 
X bie bem 9iormalbru(f e im S5erülS>rungS<)unf te entf<)redf)cnbe 

£luantitat S3en>egung, 
f, f bie Äoefficienten ber äapfenreibungen , 
fy ber Äoeffici^nt ber in bem S3eru^rung§punfte beiber ©9- 

fteme ftattfinbenben SReibung, 
P, Q bie Quantitäten SBewegung für bie Saufen ber 25aumen' 

welle, 
V, Q' biefelben ©roßen für bie ^ammenoelle, 
X, y bie Äoorbihaten ^\xitf> beliebigen ?)unfte^ beS erjlen ©9- 

ftemeS, inbem bie 3fre ber x ju ber SKangente in bem 

Sufammenftoßung^punfte j)arallel ijl, 
x*, yf bie Äoorbinaten eineö beliebigen DunfteS beö jweiten ro- 

tirenben ©pjleme!, 

rfm, dm' bie SRaffenelemente biefer beiben ©pjleme, 

K, K' bie SEragl^eitSmomente biefer beiben ©pfteme, 

%', n* bie Äoorbinaten beä ©c^werjjunfteS be§ jweiten ©9^ 
fteme§ , 

n, n' bie refp. ©emidj^te beiber ©pfteme; fo l&at xam ffir ba« 
erjie ©pjlem bie brei ®leidS)ungen (§. 52): 



— 165 — 
(o — (Dg) fxdm'=. — Ä,+ Q 

— (O— Oo)/yC?W= + /iX + P xjj^^ 

K f 

(© — ©o) J" =^R cos^+/i XR sin3— p^^i p^P^+Ö^ 

3>a6 ®lieb ,^J^ f ?^+q^ brücft bie SJeibung auö, wenn bie 

SRefultöittc a«6 bem 2)rucfe «nb au§ btr JReibung = Kp^+q» 
ift; benn al6bann muß ber SBintel, roelclf)cn biefe Äraft mit ber 
SRic^tung be6 2)riicfe6 bitbet, bem SieibungSwinfel gUid^ fe in/ befg 
fen aiangente /" ijl, unb bie SEangentiatfomponente t)on f^p»+Q« 
ober bie Sleibung ifi baS ?)robuft au6 biefem Äuöbrudfe unb bem 
@tnu6^be§ SBinfeK, beffen SEangente f iji. 
gur ba6 jmeite ©pjiem b^^t man ebenfo: 

(©'— o'o) / ^dm' = + X + Q' 



r 



35iefe fecb§ ©leic^ungen geben bie (Srofen X, P, Q, P', Q' unb 
eine ©leidbung mit © unb ©'. 

2)a bte beiben ©pfleme nacb bem Stoße mit einanber in SBe^ 
dil^rung bleiben foHen, fo ffnb bie 9iormalgefdf)n>inbigf eiten in bem 
äB>etu]^rung§^)unfte einanber gleidf) , unb man \)at folglid^ nodb We 
@Ieid()ung : 

©R cos 3 = ©'R' cos S', 

fo baß man bie ©efd^winbigfeiten ©, ©' unb bie lebenbige Äraft 
naö) bem ®toße bejiimmen fattn. 

SSenn wir iunacf^jl für ben einfad^ften ^aU anttel)men, baß 
bie ©d)»erp«nfte beiber ©pfteme auf ben Slotation^aren liegen, 
baß ©' =Ä o ift, unb baß bie 3?eJfeungen nicfyt in fßettaä)t gejogen 
werben; fo \)aUn mir bie ®teid)ungen: 

_X+Q=0 
P=0, 

(cd — 69,) - = ^R COS Ä 

= P' 
©' -= — XR'cosi^, 
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V9orau6 ftd^ ergibt/ xomn man X eliminirt: 

(o — fi>t) - R'cosi^ +©' - Rcos S =0, 
unb ba wRgos^ = o'R'cosS' ift; fo ftnbet man: 

K K . wR^cos^^ K' 

ö -R'cosS'- oe -R'cos;^' + »!.»,<»/ • 7 =^^' 

9 S ti coBxT g 

looraus folgt: 

cüoKR'^cos^^ 



unb ebenfo fänbe man: 

^ üOoKRR'cos^cos^' 

® "" KR«cos2;^'+K'R2cos«;^ ' 

SBenn man ber Äürjc wegen Rcos^ = p, R'cosS' = p' 
fefet, fo \}ai man: 

woraus folgt, baß bie tebenbige Äraft nad^ bem ©toße tji: 

SSor bem @tofe war biefelbe aber = — K, unb folglich \i<k\, fte 

fidf> in bem aSer^attniffe t)on K ju K+K' ^, b. 1^. in bem 

SSerl&dltniffe ber lebenbtgen Ärdfte gednbert, weld[)e 
baS ftofenbc Softem unb bie beiben vereinigten ©9= 
ftcme böben würben, wenn baö jweite burd) ba6 erjle 
gefulS)rt würbe. 

Der SSerluft an lebenbiger Äraft wirb auSgebrucft burd^: 
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~ p'^ . 

unb berfclbe tjcri&ilt ficfe folglich ju ber lebenbigen 
Äraft Dor bem Stoße, wie bie lebenbige Ätaft, »et 
d^e ba§ gejloflene (Softem ^aben würbe, n>enn ed burdE) 
ba§ anbete gefül&rt würbe, juber lebenbigen Äraft 
b etber ©pfteme. 

SBenn in biefer S3orau6fet^ung ba$ geflogene ©pftem gegen 
ba§ anbere/ woüon e§ fortbewegt wirb, eine geringere lebenbige 

Äraft l^aben mvi^U\ fo f6nnte K'-;^ gegen K t)ernadf)Iiffigt wer- 
ben, unb xam 1c}attt für ben SSerluft an lebenbiger Äraft ben 
2(u6bru(f: 

aber atöbann wire bie @efc^winbig!eit, wel(|)e baS geflofiene @9^ 
fiem annel^men würbe, genau gteict) ©q- wa^renb ba$ anbere So- 
ftem nalj^eju feine @efcl()winbigfeit ©o beibehielte, unb in biefem 
gaHe ift alfo ber SSertuft an lebenbiger Äraft ber gangen lebenbi« 
gen Äraft gleidj), wel^e ba6 geftoßene ©pjiem annimmt. 

SBenn man ©'o nicl)t =o gefeilt Ij^atte, fo i)&tte man gefun« 
ben, baß ber burcb ben Stoß t)erurfad)te SSerluft an lebenbiger 
Äraft auögebrüdft wirb burdj): 



(^'o-^off 






ober: 



K^- K-(»'.-o.iy 

©er SSertujl an lebenbiger Äraft t)erl)dlt fid> afc 
fo ju ber lebenbigen Äraft be§ ftoßenben ©pftemeö 
oor bem Stoße, wie bie fingirte lebenbige Äraft, 
weld^e ba|^ anbere Softem l^aben würbe, wenn e§ eine 
®ef(|winbigfeit anndlS^me, weldf)e bie ^ifferenj jwi^^ 
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f<|)en ber ijl/ bie baffeU« roitlliö^ f)at unb irvifd)en 
ber, n)el4)c e6 I)aben würbe, wenn e§ \)on bem anbern 
©pfteme fortbewegt würbe ju ber tebenbtgen Äröft 
beiber ©pjteme in^iefer SBorauSfe^ung. 

aSJenn K'-^ äegen K fel&r flein i|l, fo wirb ber SerUtfl an 
Ubenbiger SLtaft na^eju auSgebrucft burd^^ : 

k. 1^. becfelbe ifi ber lebenbigen Äraft gleidbr weldbe 
baS ©i^iftem mit ber fUinften lebenbigen Äraft Ib^^^ 
ben würbe, wenn eö eine ©efc^^winbigffi t f)&ttt, rveU 
((^e bie :£)tffereni jwifdben ber feinigen ttnb ber ®ef 
fcl^winbigfeit ifl/ welche e^ 'f)aben würbe, wenn ed 9011 
bem anbern (Spjleme toor bem Stoße bewegt wäre. 

3Ctte tjorbergebenben äöetrati^tunaen über bie imd) ben @tof 
t)erurfacl)ten aSertujle an lebenbiger Äraft in bem gaUe, wo man 
bte Sieibungcn nid^t in SSetradbt )u }iel[^en braud^t^ finb av^ auf 
fortrücfenbe ©pfteme anwenbbar, wenn man bie ©ewid^te ber 
Äorper für bie virtuellen lebenbigen Gräfte fefet, weldj^e wir aU 
Jpefftcienten angewanbt f)ab>^n, um bie SSerlujle ber lebenbigeti 
itf&f^e au^jubrürfen. 3n bem allgemeinern galle, W(y bie Schwer» 
punfte ber @vftenie ntdi^t auf ben ^rebung6aren tiegeu/ bte SUm 
hmtQtn in S3etrad^t gejo^en werben unb wiebei wie im SSor^er- 
gel^enben angenommen wirb, baf bie Mtptx natS^ bem @to|i e mt 
einanber in ä3erül)rung bleiben, muß man bie ))i>aftatibigeii 9M^ 
4>ungen (A), (B) anwenben. 

£)ie 9?edf)nungen werben aber fafJ unaii6fubrbar, wenn man 
bie t)on ben SBurjelgroßen b^trübrenben @4>wierigfeiten nidbt be« 
feitigt , xva^ auf ^itvd »erf^iebene ^rten gefd^eben f ann , inbem 
man nimüd) Q, Q' fo benimmt, aU wenn feine Sleibung ftatt 
fdnbe, bie gefunbenen SSBertbe in biefe ©leidS^ungen fubjlituirt unb 
bie 9ledt)nung wieberbolt, ober bie 9)oncelet^fd[)e SRetbobe^an- 
wenbet, wel^e barin befü)t, baß man bie SBurjelgroße y p«+q» 
naberungöweife burdb ben lineiiren JCuSbnid! aF + ^Q ober 
Prcosi}/ + Qrsini]/ barfldlt, worin a, ^ ober r, ^ fo gew^blte 
Äonftanten ftnb, baß ber größte w^al^fdbelnlid^e numerifdbe gebier 
nacb einer »orldufitgen äBeurtbeilung ber ©renjen, jwifdf^en welken 

ba« SRerb^ltniß ^ liegt, wo P unb Q abfolute Sabtenwerti^ o^ne 

ä^((Kti ftttb, fin ytinimnm wirb. 
2Citf biefe Sß^ife fi'nbet man: 



fur->l, r cos >}/ =«=0,96, r «in ^=^=0^0, Sfe^letg- 



J>2, 


0,98, 


0,23, 


1 
71 


$:>3. 


0,99, 


0,16, 


1 
154 


p 


0,99, 


0,12, 


I 
906 



SBir tooUen nun tiefe 9RetI)obe auf ben ®to$ ber 2)aumen 
einer SBeUe gegen ben «^e(m eineS ®4^mtebe^ammerd anwenben, 
tnbem n>ir annel^men, baf ftc^ ber Jammer t)or bem @tofe in 
9lu^e befinbet, unb ber @<fewer<>unft be« ©i^fteme« bet Daumen^ 
votUt in ber 2>re]^ung$are berfelben liegt, unb folglidj^ fe^en: 

. r{PeosiH-Q8inT}/)fur K"p»+Q« 

unb: 

r(P'coft>^ + Q'siai}^)füt rF^Sga, 

inbem r, ^ fo angenommen werben, ba$ ber begangene Jfel^Ier in- 

p 
nerl^alb ber (Srenjen jwifc|^en »eld^e baS SJer()iltnr# g- faBen 

fann, ein SRinimum »irb. 

3ur S3eftimmung ber fBemegung nad^ bem @tefie t^at man 
für bie 2)aumenn^eUe : 

^r ben «Jammer: 



coli* ^ _ r/*p*(P'coifO«M]r«ifrurl 

unb für beibe ®9fteme: 

6>R coi^a^s fi^'R' 006 3^, 
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ohUIk ftebcn Sbtc^gm Me fiebm imbctaimten 8r&f en P, Q^ 
P*, Qf, X, m, i/ bcftimmcn. & ergibt fti^ barauö: 

(« _ ^) _ =xR(co8»+/i 8111»)+ ^ ]>t:^ ' 

— = — R' (cos ^—fi sin S^) 

yi+fn -^7^ U'sin^H-n'cosiJ/), 

unb wenn man fe|t: 

n=tsm^, unb V— ''cos^/ 

fo er(^(t man: 

a>^K^ _ ^, cos{ö'+<pt ) _rg£|A_ sinCy^—yi) 

5 cos 9>, Vl+f^' COBqPi 

if ' p' n ^yg»^sin(i^-i[i) 

s ' 

unb: 

oR cos S = co'R' cos »'. 

Senn man X }n>tf(^en ben briben er^en ©(eic^ungen eltmtnirt, fo 
befommt man: 

(a>— cjq) K 



olL'+rf' p'WP&'8in{<i^ — (i)' 



y/psm(»t— il/)— Rcos(S— <pO Vi+p Vj+r 
R'cos(Ä'+9ii) VI+r+rfV'sm(<j>i.T|/)^Vl+r' ^ 

unb wenn man ben jn>etten Z^til biefer ©(etd^ung ber ^ürje tve- 
gen mit — a beget^^net; fo erl^att man: 
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a>K+ae/\K'-\-rf'p'n'l'sini^,—tt)]=KfH, 
f unb: 
j öR cos S— öH' cos Ä' = 0. 

@efet man ebenfo jur Äbfürjung rfcp'li^V = ^, fo fommt: 

Kö) + a(K' + ^)<ö' = Kös, 
Rcos^.o— R' cos^'(d'=0, 

worauf folgt: 

KRcoo cos ^ 



0' = 



KR' cos t-^'+Ra (K' +/?) cos ^^ 

unb: 

KR'joqCo»^^ 

KR' cos^y + Ra (K'+/S)cös> ' 



Q = 



Um ben burc^) ben ©tof üerurfadt^ten SSerluft an lebenbiger 
Äraft ju erl^alten, braucj^t man nur ben 2Cuöbrurf : 

Kcoo«_Kco2_ K'co'« 

in berechnen. @ubjtttuirt man bte obigen SBertbe in benfelben, 
fo finbet man: 

Kcoo^ r R^cos^;»+R'^co8^;^' -i 

"^L [R'cos^'+^RcossJJ- 

SQBenn man bie jQuabrate ber SSrücbe f, fi unb /*, weldbe bic 
IBerbaltniffe ber Sieibungen ju ben bei bem @to^e entjtebenben 
Quantitäten fiSewegung in normaler 9ii(i[)tung au^brucfeu/ üernad^)^ 
'^äfftflt; fo erbdlt man: 



»(1+^) 



K'RcoB^ 
KR' cos ^' 



®tatt für iebenÄ6rper bie ®leid[^ungen ber2Cequit)aleni jit neb- 
men, fönnte man eine eiiuige ©leicbung für ba§ ganje ©^ftem 
nehmen, welche feiner Äonpitution nacb bem Stoße entfpricfet, unb 
bann biefe 2lequit)alenj burcb ba§ ?)rincip ber üirtueUen ©efcbwin- 
bigfeiten auöbrücfen/ inbem man für bic ©efcbwinbigf eiten bie nadb 
bem Stoße jlatt finbenben ndbme. 2)ie mrtueHen SWomente bet 
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beiben Steibungen loittn atöbann offenbar nad} SSerri^tung aVict 
Slebufticncn üon ber ?5orm Fdf gcwefen/ n?o F bie ©tdrfc bcr 
aieibung unb d/' bie Srennungögefcbwinbigfcit ber JBerubrungd« 
fünfte am (5nbe be§ ©tofieö ijt. 9Iun ift aber leicht einjufeben, 
baf biefe ©efcbwinbi.qfeit df—0 ifl, mcnn ber ?)unft worin bcr 
®tog ftatt finbet auf ber ÜRittelpunftölinic liegt, unb ba^ biefe 
®efd^tpinbigfeit febr Hein ijt, wenn bicfer ^unft nur wenig wn 
biefer 8inie entfernt ijt. 25enn ba al6bann bie wirfli^en ®cfcbn)in- 
bigleiten biefer ?)unfce biefelbe Siicbtung \)aUn, unb ibre Äompo^^ 
nenten na(b ber gemeinfcbaftlitben 9lorma(e auf ben beiben SSerüb' 
rungspicben einanber gteicb ftnb, fo muffen ffe fefbjt aucb einan- 
ber gleicb fein, unb folgticb ift bie relative ©cfcbwinbigfeit d/ ber 
beiben SSerübrung^punfte gleicb 9luU. 

3u bemfelben SlefuUate würbe man burcb bie einzelnen ®Ui' 
cbungen gelangt fein, metcbe bie Äequit^alenj für jeben Äorper 
audbrücfen, wenn man bemerft, baf in biefem ^aUt bie5Komentc 
ber£luantitdt ber Bewegung, beren Komponenten X unb X/*, finb, 
in ben beiben ©pftemen ber fSRomentengleicbungen ben ^expenbi^ 
fein p unb p' proportional ftnb, fo baß man biefe SRomente au^ 
ben ^Romentengleicbungen eliminirt, wie wenn bie ©lieber fiX 
ni(bt erijlirten. 

&t gibt einen befonbern %aU, wo bie Quantitäten ber SBe- 
wegung P' unb Q' 9lutt jtnb, ndmlicb wenn bie 9licbtung ber üoii 
bem Stoße b^i^rübrenben Sluantitdt ^Bewegung burd^ ben foge^^ 
nannten STOittelpunft beS (Stoßet gebt. SBir wollen biefe 
SSorauSfefeung in ben oorbergebenben ©leicbungen, welcbe ficb auf 
ben Jammer bejieben, annebmen, unb bie Äoorbinatenaren fo an^ 
nebmen, baß bie Are ber ??' bie Siicbtung ber JRefultonte au6 ^ 
unb fiX ift. 2(l6bann b^ben wir, wenn wir bie Komponenten ber 
bei bem Stoße auf bie Sapfen wirfenben £luantitdten ber äBewe^ 
gung einanber gleicb fefeen: 

Die jweite biefer (Sleid^ungen giebt §'=0, b. b. b er ©cb wcrapuntt 
liegt in bem auf bie Slid^tung be§ @toße§ Xf^i+f^^ gefällten 
9)erpenbifel, unb wenn man aB batm b ie (Sleicbung ber 50iomente 
bilbet, woraus ba« ®lteb mit Vp'^+0^ t>erfc()winbet, fo \)at man: 

X90 l ba« t>ott ber %%t auf bte 9licbtung ber Slefitltante XVT+Ä^ 
atf&llte 9)erpenbifel bejetd^^net. 2(u« biefer unb bet etften ber bei« 
btk »orbergebenben ©(eid^ngen ergibt jtcb: 



— 173 — 

iDeb^eS Me Entfernung ber Siotationdaice t>on ber burc^ ben 9>unft/ 
worin bic Seriibrung fiatt finbet, gel^enben gcrabe ginie i^, be* 
ren JRtd^tuna mit ber Stid^tu ng ber burc^ ben (Stoß l^ert^orgebrac^s 
ten jEluantitat ^Bewegung Wl+A* jufammenföDlt. 

35er ?)unft, weld^er auf bem burc^ ben ©d^wctpunft be§ ©9^ 
ftcmeö 9el()enben 9labiu§t)eftor in ber Entfernung / t>on ber ©re- 
i^ung^are liegte n>trb ber üKittet^unft be$ @tof eg be$ Sp^ 
ftemeö genannt, unb e§ fann einen foldf^en ?)un!t nur bann ge* 
ben, wenn ber ©d^merpunft beS ©pjlemeö nid^t auf ber ©re« 
l^ung^are liegt. SBäenn K'i ba§ ^rdgl)ettSmoment be§ ©ppemeS 
in Sejie^ung auf eine burdf) feinen ©c()n>erpunft ge^enbe unb )u 
ber Dre()ung6are parallele 2Cre bejei^^net, fo \}ai man: 

K'=K'i +nv% folglid): /=>?'+ ^. 

woraus man ffelS)t, ba^ ber S!Rittelpun!t beS ©to^eS immer jen« 
feit§ be6 ©d^werpunfteö liegt, unb berfelbe ift ber 2)relj)ung6are 
am nddS)ften, wenn man ^atx 

>?' = V/^/ folglt*:/=2>?'=2Y/S. 

®a§ fBorl)ergel)enbe idfit fic^ auf baö ginrammen ber S)fil[>(e 
anwenben. Eö bejeic^ne p ba§ ©ewic^t be6 9Jammflol^e6/ p' ba§ 
be§ eimurammenben ?)fal)(e§, «o *>{^ ®efct)winbigfeit bea Slamm^ 
ftofeeS in bem JCugenblidfe, wo berfelbe ben 9)fal^l erreid^t unb v 
bie ®efc^>winbigfeit beffelben Älo^eS am Enbe beS ©toßeö, unb 
enblidt) bejeidj^ne R ben t)erdnberli4)en SBiberjtanb be6 ?)fal^leS, 
weld()er wal)renb ber ganjen J>auer beö Einfenfenö beffelben wirft, 
äundd^ft wollen wir annel)men, baß bie Äraft R wi^renb ber 
©auer be6 ©tofieS beö Kammflofeeö gegen ben ?)fal)l bis ju bem 
Äugenblidfe, wo baS Enbe beS $fal)leS bie ®efd[)winbig!eit beS 
9?ammflofee6 annimmt, nodj) nid^t geroirft \)abt,^ b. I(). baf bie SJc^? 
wegung nod^ nid[)t auf baS @nbe beS 9)fa{)teS übertragen fei, unb 
baf , wenn biefe ^Bewegung übertragen iji, auä) ber ©toß oottenbet 
fei, fo bafi ber 9>fa^l bie @efd)winbigfeit beS SlammflofeeS ange« 
nommen l^at. Unter biefer SBorauSfefeung finbet man, baß ber 
|>fal^l unb ber Siammflo^ nac^ bem ®to^z bie ®efc()winbigleit: 
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(p+pO~/ ober: -^ — 

I(>aben. Sott aber biefe lebenbige Äraft burd^ ben SBiberfianb R 
be^ JBobenö aufgerieben »erben, fo muf man ^aben: 



^S/* 



wo da: baJ (Stement beS »erttfalen Einbringend be§ 9)fal^Ie6 in 
ben SBoben bejeic^net SBenn H bie ganje ^6()e au^brucft, t)on 
n>eld()er ber 9lammfIo^ Ijerabgef allen unb h bie *^6f;e tft, «m 
n>e(d?e ber 9)fa^l eingefc^lagen ijl, alfo A=ycfa:; fo ^at man 
nal)cju, wenn man annimmt, baß fic^ R walf)renb beS Einbrin- 
gens be§ ?)fal^le6 nid)t merfficl) dnbert: 



worauf folgt: 



^H=/;R«to = RA, 






SBtnn R beflo 8t6ßer wirb, je tiefer ber^faW in benäiBoben 
einbringt, ober »enigpen^ fonjtant bleibt, unb Rj bejeid(>net ben 
legten SBert^ öon R, wel^jer folglidS) ber grifte ift; fo lf)at man: 



fVidx= ober < RiA; 
alfo: 

P+P 



R. = ober>;J-'.5^ 



3n ber t)orl;ergel;enben SSorauSfelfeung wäre atfo ber SBiber|ianb 
beS aSobenS am Enbe jebe6 ®to|ie§ wenigftenS bem ?)robufte 

p* H 

, - , • ^ gleid^, unb ber ?)fal)l Wnnte mit einem burcb biefe§ 

3)robuft au6gebrucften ®ewicl)te belajlet werben, o^ne tiefer in ben 
aSoben einjubringen. S33enn j. 85. ber 9tammfIofe 500 Äilogr. 
wiegt, unb t)on einer ^6^e öon 4 STOeter auf einen eict^enen ?)falSiI 
t)on 300 Äilogr. ®ewic|)t faHt, rozli)zx bei jebem @clS)lage um 
0«,004 eingetrieben wirb ; fo ift R, > 312500 Äitogr. 25iefe§ 
gjefuttat beruht aber auf einer SSorauSfefeung, beren JRidj^tigfeit nid^t 
erwiefen unb fogar iweifetl)aft ijl. SBenn man alfo, um bie Untere 
fucbung ntd^t ju befe^jranfen, annimmt, baß bie Äraft R wi^renb 
ber2)auer be6©to|ie§ gewirft l^at, unb. baß/Bd< bie biefer Ätaft 
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entfpre4>enbe £luöntitdt ber äBewegung fiSr bie 2)auer beö ©tofie« 
auSbrücft; fo l&at man: 

worauf folgt: 

^ _ pvQ —JB.dt 

2)ie lebenbige Äraft be§ ©pjiemeö nacfe bem Stoße ijt folgndS^: 

®iefc ®let(l)un9 tt>wi^be für Bi einen Heinern SBertl^, aU ber \>ov^ 
t)cr9et)cnbe ieben; allein man t)at fein üRittel, ben SBertI) t>DnRi 
au§ biefer ©leidjjun^ abjiileiten, inbeffen jeigt fie tod) wenigjlenö, 
ba$ e6 nid^t t)ort]^eUlf)aft fein mürbe, wenn man auf ben ?>fabl 

p^ H 

eine grifiere 8aft, atö . ; • - moUte wirfen laffen, unb baf 
man bicfe Saft in ber ?)rari^ fogar fleiner nehmen müfite. 
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